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每 计算 


第 一 章 ”量子 力学 的 基本 概念 


§ 1. 测 不 准 原理 

每 当 我 们 试用 经 典 力 党 和 出 动力 学 阐释 原子 现象 时 ， 总 会 得 
出 与 实验 有 明显 矛盾 的 结论 ， 量 明显 移 例 子 ， 是 把 通常 的 电动 力 
学 出 于 电子 绕 原 子 核 作 经 典 负 道 运动 的 原子 模型 ， 当 电子 作 这 积 
运动 的 时 候 , 它 和 带电 粒子 的 任何 加 速 运动 一 样 , 会 不 断 地 辐射 电 
磁 流 .由 二 这 种 辐射 , 电子 便 会 玫 失 能 昌 , 这 将 使 它 终 于 落 人 原子 
楼 中 .。 故 按 经 典 电动 力学 看 来 , 原 阅 将 是 不 稳定 的 , 但 这 与 事实 完 
多 不 符 . 

理论 与 实验 之 间 如 此 深刻 的 了 矛盾， 表明 要 建立 一 种 活用 王 愿 
于 现象 ( 即 质 量 极 小 的 一 些 粒 闻 在 极 短 阅 跑 内 所 发 生 的 现象 ) 的 理 
论 , 需要 根本 改变 基本 的 物理 概念 和 定律 ， 

为 方便 计 ， 我 们 拿 实验 上 观察 到 的 电子 衍射 现 象 ， 作 为 户 
明 这 种 恨 太 改变 的 出 发 点 ， 妆 一 均匀 电子 注 穿 过 一 块 上 晶体 再 ， 发 
项 出 射 波 呈 示 一 种 强 戏 诡 蔡 的 图 样 ， 完 全 旨 似 王 电磁 让 衍 射 中 所 
观察 到 的 衍射 图 样 , 由 此 可 见 , 在 一 定 的 条 件 下 , 质点 (此 例 中 为 电 
子 ) 的 行为 中 会 表 境 出 属于 波动 过 程 的 特征 . 

这 种 现象 与 习 常 的 运动 观念 之 间 的 巴 盾 ， 究 竟 尖 锐 到 什么 地 
步 , 最 好 用 以 下 的 假想 实验 说 明 , 它 是 晶体 的 电子 衍射 实验 的 一 种 
抽象 化 .设想 有 一 焉 电子 不 能 穿 透 的 屏 板 , 板 上 开 有 两 道 锋 颖 . 让 

他 ”电子 衍射 现象 实际 上 是 在 量子 力学 建立 以 后 才 发 更 的 但 在 我 们 的 论述 中 ， 
我 们 不 去 拘泥 二 理论 和 的 历史 发 展 旺 序 , 而 是 尽量 果 用 达 样 的 讲法 ， 使 得 量子 力学 的 基 
本 碌 理 与 实验 现象 之 间 的 诺 系 去 述 得 最 为 消息 . 
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电子 注 吕 通过 其 中 的 一 个 狂 颖 , (让 和 住 另 一 个 狂 链 )， 则 在 独 缝 后 族 
置 的 连续 幕 上 可 以 得 到 要 -强度 分 布 图 样 ; 应 用 同样 的 方 潜 , 迹 闭 
第 一 个 狭 甸 并 揭 开 第 二 个 狭 钾 , 可 得 另 一 个 图 样 . 现在 让 电 苦 和 注 同 
时 通过 这 两 个 狭 多 , 我 们 根据 通常 的 经 典 观念 ,一 定 会 设想 所 得 的 
图 样 不 过 是 原先 两 个 图 杰 的 简单 肥 台 : 因为 每 一 个 电子 都 沿 委 已 
的 贺 道 运动 , 只 通过 狐 颖 之 一 , 而 不 会 影 啊 于 在 道 过 驴 一 个 狼 刍 的 
电子 .可 是 , 电子 衍射 现象 表 划 , 由 于 干涉 作用 ， 我 们 饭 得 的 衔 时 
图 样 实际 上 并 不 等 于 每 一 个 单 狭 笨 所 分 别 给 出 的 那 两 个 衍 揣 图 样 
之 和 ， 十 分 明显 , 这 个 结 昌 无 站 与 电子 的 轨道 运动 观念 相 协 调 , 

因此 ， 统 辖 原 子 现 象 的 力学 一 一 量子 力学 或 波动 力学 一 一 必 
须 建立 在 与 经 由 力学 根本 不 同 的 运动 观念 的 基础 上 ， 景 子 力学 中 
并 不 存在 粒子 轨道 之 类 的 斤 念 ， 这 就 构成 了 1927 年 多 W. 海 森 作 
所 发 现 的 量子 力学 基本 原理 之 … 世 谓 测 不 准 原 理 的 主要 内 容 

从 拍 弃 经 典 力学 的 习 常 观念 这 一 角度 讲 来 ， 测 不 淮 原 理 的 | 为 
窜 岂 许可 以 说 是 消极 的 ， 诚然， 这 个 原理 的 本 身 ， 还 不 足以 作为 
建立 新 的 粒子 力学 的 基础 这样 一 种 新 的 理论 ， 自 应 建立 在 者 干 
积极 论断 的 基础 上 ， 这 特 在 以 后 482) 讨论 . 但是， 为 了 能 够 表述 
这 些 论 断 起 见 ， 我 们 有 必要 首先 卉 请 量 子 力 学 所 面临 的 问题 的 提 
法 ， 为 此 ， 我 们 先 来 考 赛 一 下 量子 力学 和 既 典 力学 内 在 甘 系 问 的 
特殊 性 质 ， 几 是 一 个 更 为 普遍 的 理论 ， 往 往 可 用 完整 的 加 辑 形 式 
表 玉 出 来 ， 并 用 狸 立 于 那些 作为 它 的 极限 情形 的 较 案 理论 ， 例 如 
和 相对论 力学 可 以 建立 在 自己 的 基本 原理 的 基础 上 ， 无 需 参 考 千 颇 
力学 ， 可 是 , 当 我 们 表述 量子 力学 的 基本 概念 了 时, 原则 二 却 让 能 本 


个 ” 概 定 粒子 广 是 旭 此 区 本 ,以 至 粒 学 间 的 相互 作用 可 以 略 去 和布 计 . 

后 ”人 慎 担 的 出 , 旺 子 力学 的 党 懂 数 学 弄 壕 ， 中 在 测 下 人 准 原 理发 更 之 前 ， 由 了 得 
硒 伯 和 三 ， 酮 定 间 在 1925 一 1926 年 间 建 立 起 来 的 ， 铀 不 准 原 旦 体现 了 尖 一 数 季 武志 
的 物理 内 容 . 
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用 烈 经 典 力 学 ， 一 个 电子 也 没有 确定 的 轨道 ， 这 一 事实 本 身 意味 
着 这 个 电子 也 不 会 有 共 它 碾 么 动力 学 标志 名 ， 玉 是 融 很 清 棕 ， 对 
于 一 个 只 包 售 重 寺 客体 的 系统 讲 来 ， 劳 几 完 全 不 本 能 建立 起 任何 
有 胃 辑 上 独 芷 的 力学 ， 对 电子 运动 作出 定 景 描述 的 可 能 人 性， 要 求 同 
时 存在 一 些 物 理 客 体 ， 这 些 物 理 寄 体 在 足够 类 确 的 范围 内 服从 经 
典 为 党 .如果 一 个 电子 和 这 样 的 "经 典 客体 "机 作用 ， 后 者 的 状态 
“ 般 讲 及 会 有 所 变更 ,这 一 变 轴 的 性 质 肥 大 小 依 赖 于 电子 的 状 
态 ， 从 而 跷 可 以 用 来 定量 描述 电子 的 状态 . 

因而 , “经 典 客 伟 " 通 种 称 为 仪器 ， 它 和 电子 的 作用 就 称 为 测 
量 .， 但 足 有 必要 强调 指出 ， 我 们 在 这 里 根本 没有 讨论 物理 观 铀 前 
所 参 号 的 "测量 "过 程 ， 量 子 力学 中 所 请 的 测量 ， 我 们 总 是 把 它 带 
解 为 与 任何 观测 者 无 关 的 发 生 于 经 典 客体 和 量子 客体 之 间 的 侍 一 
相 开 作用 过 程 ， 袖 量 概 念 在 量子 力学 中 的 重要 性 是 由 N, 玻 尔 所 
阐明 的 . 

我 们 已 把 "仪器 " 定 浆 为 在 足够 精确 范围 内 服从 经 典 力 学 的 一 
个 物理 客体 ， 例 如 一 个 质量 足够 大 的 物体 ， 伺 不 能 困 此 认为 仪 邦 
从 然 是 宏观 的 ， 在 一 定 条 件 下 , 微观 客体 也 能 起 部 分 仪器 的 作用 ， 
凡 为 "其 有 足够 的 糊 傅 度 " 这 一 概念 取 次 于 所 说 的 具体 器 题 .例如 
威 耳 孙 云 宝 中 的 电子 运动 , 可 用 它 所 遗留 的 云 迹 观察 之 , 这 种 云 迹 
的 粗细 远大 于 原子 尺度 ; 当 用 这 样 低 的 精确 度 确 定 轴 道 时 , 电子 完 
人 是 一 个 经 典 客体 . 

由 此 可 见 , 量子 力学 在 物理 理论 中 占有 一 个 很 不 平 党 的 地 位; 


避 ” 轴 简 生 计 , 在 村 节 越 太后 备 节 中 ,凡是 讲 到 -一 个 电子 "的 吉方, 下 了 怀 - 般 邮 理 
解 为 -* 个 有 具有 这 子 特 竹 的 乍 何 客体 , 即 指 币 县 其 经 典 轧 党 而 了 服从 星 世 力学 的 示 下 或 科 
于 系统 . 

加 我 们 所 指 的 证 标志 电子 运动 的 异 些 量 ， 让 不 是 指标 赤 粒 本 本 身 的 电 有 .质量 
等 等 参 荐 ， 
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它 拒 经 典 力 学 作为 一 利根 湛 悄 形 而 包 含 之 ; 但 在 和 包 的 自 雪 展 述 中 ， 
中 义 需 可 这 一 -极限 情形 . 

现在 可 以 来 表述 一 下 量 了 力 党 问题 的 提 闪 ， 一 种 典型 的 问题 
是 : 用 前 次 测量 的 已 知 结 末 , 去 预 断 下 一 次 的 铀 莉 结 果 , 除 此 以 外 ， 
我 们 以 后 将 看 到， 量子 力学 中 的 各 种 物理 量 { 例 如 能 量 ? 所 能 采取 
的 数值 , 即 作 为 该 量 的 测 里 结果 所 能 得 到 的 数值 , 它们 的 值 域 和 经 
典 力 掌 相 比 一 般 讲 来 是 受 限制 的 。 曙 子 妨 学 方法 必须 告诉 我 们 怎 
样 来 确定 它们 的 各 种 允许 值 . 

量子 力学 中 的 油 量 过 程 具有 -- 种 十 分 重要 的 等 性 : 它 总 是 要 
影响 到 被 测 的 电子 , 并 县 在 给 定 的 测 昌 精确 度 范围 内 , 原则 上 不 可 
能 使 这 种 影响 变 得 任意 小 . 测 贤 得 僵 精 确 , 它 所 给 予 的 影响 就 愈 大 ， 
具有 在 精 坑 庇 极 低 的 测 晤 中 , 被 铀 和 客体 所 受 的 影响 才能 很 小 . 测 晤 
的 这 种 虱 质 ， 抄 辑 上 基 击 于 电子 的 动力 学 标志 仅仅 作为 测量 本 身 
的 结 拉 才能 雪 现 上 央 来 ;下 分 且 针 :下 于 测 景 过 程 对 客体 的 影响 可 以 
任意 地 小 , 这 就 意味 着 被 测 之 时 本 身 有 具有 一 个 和 测量 光 关 的 定 值 , 

在 各 种 测 如 中 ， 电 子 的 溺 枝 滑 显 具有 基本 的 意义 ， 在 量子 为 
学 的 适 抽 限 旗 内， 对 一 个 电子 所 施行 的 坐标 釉 量 中 总 是 可 以 达到 
需要 的 任 休 精确 度 . 

现在 假定 对 一 个 电子 的 坐标 相继 测 晤 了 许多 次 ， 每 次 相隔 的 
叶 人 向 固定 为 At， 这 些 测 是 结果 , 一 般 讲 来 ， 并 不 位 于 一 条 光滑 的 
曲线 小 而 是 相反 , 测 基 入 鳃 精确 , 这 些 结 条 会 变化 得 愈 不 连续 印 
不 规则 ; 相好 和 进 子 不 存在 争 道 的 概念 相 -… 致 ， 只 有 让 极为 入 略 
地 测 景 电子 坐标 的 稍 形 下 , 例如 , 在 威 耳 外 去 室 中 根据 语气 光 成 的 
该 滴 确 定 电 了 于 党 标的 情形 下 , 才 会 得 到 - -条 相当 光 请 的 轨道 . 

现在 让 测 芝 的 精确 度 伯 持 不 变 ， 我 们 把 测量 之 间 的 时 间 间 陆 

全 ”我 们 再 强 岗 - 泪 . 所 请 "施行 测 攻 " 古 青 一 个 电子 和 一 个 经 典 仪 器 "的 相互 作 
启 , 到 区 也 没 用 公设 外 界 观测 者 鸡 存在 ， 
* 学 。 


At 可 以 缩短 ， 那 未 , 相 令 的 测 师 当然 束 会 绽 强 谷 标 胸 信 名 值 ， 一 
系列 相继 测 轩 之 后 所 得 的 结果 ， 咏 然 夺 会 落 到 某 一 很 小 的 空间 范 
酒肉 , 可 足 它们 将 在 这 个 区 域内 完 无 规则 地 分 布 着, 并 不 位 于 任 … 
污 油 曲线 卡 ， 特 别 是 At 趋向 于 零 时 , 相继 测 基 的 结果 已 不 想 于 国 
一 直线 上 . 

这 种 情况 表明 ， 景 子 力 党 二 下 水 存在 经 暴 意 六 下 的 粒 了 束 庇 
概念 , 经 典 的 粒子 速度 .就 足 指 曲 全 呵 刻 的 举人 枉 之 甘 除 以 这 中 个 时 
刻 的 加 间 间隔 At 后 当 tt 趋 向 十 稚 叶 所 得 的 极限 ， 不 过 ， 雇 后 我 
公会 看 到 , 尼子 力学 中 可 以 建 评 一 个 合理 区 灾区 ,用 米 开 示 蒜 一 给 
定时 肇 的 粒子 速 论 , 并 且 当 最 了 力学 转向 经 内 力学 时 , 这 个 速 庶 也 
哨 之 转 为 经 虹 的 速度 可 是 , 在 经 典 方 学 中 ,一 个 粒子 在 任 一 给 定 
上 时刻 可 以 问 时 兵 厅 确 冠 的 人 举 标 和 确定 的 速度 , 而 在 量子 力学 中 , 情 
况 则 完全 不 同 ， 如 果 滑 曙 结 果 发 现 岂 -于 其 有 简 定 的 吾 奈 ; 那 玉 , 它 
就 不 可 能 四 叶 有 具有 任 代 确定 的 速 谋 ， 反 之, 其 大 确定 速度 的 电子 ， 
斌 不 可 能 具有 确定 的 空间 位 置 ， 事实 上 ， 坐 标 和 速 昔 的 园 时 存在 
就 半球 善 一 策 副 定 纪 道 的 存在 ;还 术 起 电子 所 宙 有 有 的 .由 此 可 风 ， 
在 量 子 力学 由， 一 个 纪 了 的 坐 妹 和 速度 中 两 个 不 能 吧 有 时 确切 铀 量 
的 最 , 也 就 是 两 个 不 能 同时 具有 定 盾 的 星 ， 我 们 也 可 以 遂 , 电子 的 
人 弘 标 和 速度 号 酚 个 无 法 同时 存在 前 是 ， 以 后 我 们 还 下 导出 一 个 定 
量 的 美 系 式 : 四 来 判断 屯 寺 和 速度 上 国 时 进行 非 精 确 测 是 的 可 能 性 ， 

经 暴力 学 对 一 个 物理 系统 的 状态 进行 完全 搞 述 蛙 ， 可 以 采用 
渎 条 统 在 其 一 给 定时 乾 的 所 有 党 标 值 和 所 有 一 度 刘 ; 有 了 这 些 初 
值 证 ， 通 过 运动 方 积 ， 束 能 完全 确定 该 系统 在 今后 所 有 了 于 刻 的 行 
为 ， 这 样 的 描述 , 看 嫩 广 力学 中 在 原由 上 则 是 不 可 能 的 ,因为 坐标 
及 其 相应 的 束 座 值 不 可 能 同时 存在 ， 所 以 量子 系统 的 状 : 芒 摘 述 所 
相 的 器 过 比 痉 田力 学 来 汪 呈 ,也 训 是 下 及 经 典 摘 壕 那样 详尽 

由 让 引出 的 一 个 重要 结论 ， 是 尖 于 量子 力 掌 中 所 作 和 ;加 断 入 

.5 ， 


性 大 问题 。 经 典 描 述 是 以 完 侍 精 区 地 预 断 一 个 力学 系统 的 未 来 返 
动 ,可 中 星 对 力学 中 详尽 作 园 蕉 的 描述 泥 然 不 足以 做 到 这 一 步 . 这 
就 是 说 ，- 一 个 电子 即 醒 处 于 被 层 子 力学 描述 得 尽 可 能 完备 的 状 坟 
中 ， 它 在 今后 时 肇 的 行为 原则 上 仍然 是 不 肯定 的 ， 从 而 量子 力学 
对 电子 的 未 来 行为 不 可 能 作品 完 爹 朱 定 的 预 断 ， 对 一 个 给 定 的 由 
了 初 态 和 而 音 ， 下 一 次 的 调 旺 吕 存 下 能 得 出 各 种 结 采 ， 症 子 力 学 的 
各 题 仅 竹 后 确 定 该 次 测量 中 剂 得 各 种 可 能 结果 的 几率 ， 当 然 在 基 
种 情况 下 , 所 一 四 定 测量 拓 末 的 几率 也 有 可 能 等 于 一 ;对 这 样 的 测 
是 讲 来 , 岳 油 结果 是 叶 一 的 , 亦 即 是 肯定 和 的. 

量子 力学 中 所 有 的 测量 过 程 可 以 分 威 琴 当 ， 其 中 有 一 类 居多 
数 ， 这 类 测 量 不 管 么 统 处 于 什么 状态 ， 孝 不 能 铀 得 唯一 的 他 定 绪 
采 . 另外 一 类 测量 ， 它 的 每 一 种 可 能 结果 都 能 从 其 利 相 应 状态 中 
背 定 却 测 得， 后 一 娄 测 攻 在 草 邓 力 学 中 占有 重要 的 地 你 ， 称 为 可 
以 预 断 的 测 景 ， 中 这 种 测 明 所 确定 的 状态 ， 它 的 定 明 标志 称 为 景 
子 力 学 中 的 物理 是， 如果 在 某 一 态 中 ， 其 种 测量 总 是 给 出 唯一 的 
冰 定 结 采 ， 我 们 避 说 该 胡 中 相应 的 物理 量具 有 定 值 .今后 我 们 对 
“物理 景 一 间 , 总 是 理解 为 丝 处 所 指 的 含义 . 

今后 我 们 一 再 会 看 型 ， 景 子 力 学 中 远 非 任意 一 纳 物 理 量 都 部 
问 时 测 基 . 寻 痢 能 间 财 有 其 有 人 定 舍 我 们 早已 讲 过 一 个 例子 , 斌 是 一 
个 电子 的 玲 标 和 速度 在 量子 力学 中 起 着 睛 天 作用 的 是 共有 下 述 
性 质 的 一 纽 物 理 量 : 这 组 景 能 够 同时 测量 . 并 旦 当 它 们 问 时 具有 定 
值 的 峙 人 能、 再 也 屋 有 站 的 物 起 量 ( 只 要 不 是 这 一 组 量 的 函数 ?能 在 
该 态 中 再 具有 定 住 . 我 们 把 这 样 的 一 组 物理 其 称 为 一 个 完全 集合 . 

电子 状态 的 任何 摘 述 全 都 来 自 蘑 种 珊 量 结果 ，、 现 在 来 讲 -下 
量子 力 芝 中 对 一 个 状态 进行 完全 描述 的 含 又， 完全 描述 的 态 是 出 
物 埋 量 的 某 一 完全 集合 同时 测 显 的 结果 所 产 折 的， 根据 这 样 的 剂 
有 量 结果 , 我 们 就 能 确定 下 一 次 任何 测量 中 各 种 所 得 结果 的 几率 , 并 


于 在 汪 


与 首次 浏 是 ( 完 金 测 早 ) 之 前 的 电子 历史 无 关 . 
分 后 (314 除外 ) 我 们 总 是 把 -一 个 星 地 系统 的 状态 理 解 成 为 这 
种 完全 描述 的 态 ， 


$2. 登 加 原理 

景 竺 力学 中 的 运动 概念 和 经 典 力 学 相 比 较 有 了 了 根本 性 的 改 
变 ， 当 然 , 这 就 要 求 惠 论 的 营 学 表述 作出 同样 的 根本 改变 ， 允 此 ， 
我 们 必须 首先 考虑 量子 力学 中 态 的 描述 方法 . 

我 们 用 4 表示 量子 系统 的 一 个 举 标 组 . 0 dg 表态 这 组 坐标 的 
微分 乘积 ，dq 道 常 称 为 法 系统 位 形 空间 中 的 一 个 体 下 元 ; 对 一 个 
榨 子 来 讲 ,dd 等 辣 于 普通 帘 闻 中 的 一 个 体积 元 aF. 

景 了 尹 学 的 数学 表述 基于 这 样 的 “个 命题 : 在 某 一 给 定时 刻 | 
一 个 系统 的 状态 可 以 出 一 个 确定 的 华 标 函数 多 (9) (通常 为 复 函 
数 ) 搞 述 之 ， 这 个 国 数 的 模 量 平方 确定 了 坐标 值 的 几率 分 布 ; 过 系 
统 进行 坐标 测量 时 , 测 基 所 得 诸 值 处 于 位 形 空间 的 dg 体积 元 内 的 
几 六 等 于 | 1”dgq， 罗 函数 称 为 该 系统 的 波 测 数 人 

知道 波 晒 数 后 , 我 们 还 能 在 不 划 上 算出 任何 其 它 测 若 (不 一 定 
是 坐标 测 基 ) 结果 的 几率 、 所 有 这 些 几率 都 可 直 风 和 更 * 的 双 线 
性 类 式 所 确定 ， 这 种 表 式 的 最 一 般 形式 为 

| OY* ag gdda, (2.1) 


其 中 的 (gq 49) 隐 数 依赖 于 测 景 的 结果 及 性 质 ， 积 分 唱和 还 及 整个 
位 形 空间 、 华 标 值 鬼 几率 式 可 到 * 本 身 ， 也 是 属于 这 种 类 型 的 一 
个 表 式 @. 


@“ 波 轴 笋 是 由 部 定 旭 于 1926 年 首先 3| 人 最 予 力学 的 ， 
t2. 1? 式 中 当 胡 全 全 一 站 19 一 的 全 一 9) 插 可 各 更 fs: 于 go1 次 中 的 汪 代 
表 后 面 和 5 中 定 交 的 每 吾 塔 陋 数 ! 为 一 租 坐 奈 们 ;我 们 筷 逐 战 上 几 这 . 
En 


… 投 讲求 ， 系 统 的 状态 及 关注 困 攻 会 兰 时 间 变 化 ， 在 这 种 冰 
又 下 ， 湾 国 数 也 可 以 看 成 是 时 阿 的 国 数 ， 如 时 某 一 起 始 时 刻 的 波 
国 散 中 已 于 的 , 那么 ,根据 状态 的 完全 描述 这 一 概念 本 身 斯 具 的 合 
艾 ， 在 原则 上 可 箭 定 此后 每 一 时 刻 的 波 琢 数 ， 波 男 数 对 时 间 的 县 
体 依 顿 关系 . 将 再 以 后 时 出 的 方程 式 磺 定 之 ， 

根据 宝 区 ，…… 全 系统 的 各 种 可 藻 坐 标 俏 有 明史 率 总 和 必须 千本 
一 ， 贾 : 疾 旺 对 警 仿 位 形 空 间 的 机 分 络 玉 必须 等 于 一 : 


Iw lag=1, (2. 2) 


这 个 等 式 称 为 波 冰 数 的 泪 一 化 亲人 性 ， 如 果 | 区 上 的 积分 龙 愧 伊 欧 ， 
邯 冯 ,只 要 天 当 磷 笠 消 煞 轩 中 鸭 钙 系数 ， 总 能 使 内 得 镜 归 一 -化 . 姐 
是 ， 我 们 在 琴 后 还 会 碰 到 ! 玫 大 的 税 分 为 发 释 攀 让 国 类 .其 丝 生 无 
法 出 条 体 届 ,吉水 归 一 化， 当然 ， 这 种 情形 下 的 | 亚 个 并 不 代表 
举 标 和 的 总 对 天 率 值 , 但 是 ， 在 位 形 空间 中 两 个 不 同 点 处 的 | 于 六 的 
比 位 , 别 纵 出 这 两 处 华 标 值 敬 可 漂 几 率 . 

此 用 波 藻 数 算 出 章 旦 具有 二 接 物 理 意 六 的 各 种 放 , 者 闻 (2. 1) 
式 的 形式 ， 式 中 的 于 总 是 跟 六 * 乘 在 一 起 ， 出 于 这 一 成 ; 归 一 化 多 
玻 国 数 显然 可 以 包含 一 个 具有 e < {a 为 任 一 实数 ) 形式 的 不 确定 
的 党 辕 枸 因子 ， 这 个 因子 的 模 攻 等 于 -一 ， 这 释 不 确定 性 愿 副 上 上 是 
无 法 消除 的 ;得 它 无 闫 坚 过, 国 为 它 并 不 影响 全 从 物理 结果 ， 

最 卫 力 学 的 积极 内 容 是 建 半 从 有 美 波 冰 数 性 质 和 的 一 系列 假定 
和 的 基础 之 上 的 ， 这 些 假 定 如 下: 

设 在 波 汗 数 为 于 ;19 的 态 申 进行 某 种 测 早 可 以 获得 可 入 的 上 首 
定 结果 { 称 为 绩 从 ， 沿 在 到 :0 的 恋 中 进行 这 种 簿 量 也 可 以 继 
得 可 知 的 旧 定 结果 2， 那么 可 以 假定 ， 在 下; 和 让 ;的 丁 一 线性 组 
全 所 给 出 航 态 中 ,好 形 本- 一 上 县 有 cco 国 数 形式 直 中 e 种 j 
22 尖 币 晓 ) 的 态 中 ， 进 行 浅 种 山 量 所 得 的 结 归 或 背 古 1 或 者 是 2. 


让 有 电 


此 和 外， 还 可 进 -… 步 假定 ， 只 要 以 上 两 个 态 的 时 间 依 赖 关 系 赴 已 知 
的 ， 世 项 地- 一 个 由 藉 数 各 8, 从 给 出 ， 另 -个 由 末 数 光 。 (4 让 给 
出 , 那 末 , 它们 的 仔 -… 线 性 组 合 岂 给 出 了 这 个 组 合 访 的 叶 能 的 上 肝 间 
依赖 天 承 ， 风 上 记 些 候 生 ,构成 了 纪 地 力 学 的 一 个 首 玩 上 原理, 称 为 
状态 人 垩 加 原理 .从 这 个 震 于 可 以 立交 知道 ， 波 效 数 折 渍 是 的 一 切 
方程 必须 对 下 铝 持 线 性 , 
现在 让 我 们 考虑 一 个 系统 , 狠 和 由 两 个 子 系 统 所 组 成 ,并 且 息 完 
这 个 系统 他 十 这 样 的 状态 , 它 的 每 一 个 子 系 统 部 是 完全 摊 述 的 
那 玉 我 们 可 以 电 言 ， 第 -个子 系 绕 的 坐标 几率 和 第 二 个 子 系统 
的 从 标 几 认 委 此 无关 ， 从 由 整 个 系统 的 儿 率 分 布 共 和 级 至于 这 遇 
个 子 系 统 的 几率 分 布 的 乘积 ， 这 就 是 席 , 该 系统 的 滤 晒 数 Ws(g， 
q2) 可 以 航 为 这 两 个 了 系统 波 国 数 罗 (0 利 到 :go 的 乘积 ; 
Vig ga = (92), (2. 3) 
如 果 这 两 个 子 了 系统 没有 由 互 作用 , 那么 , 整个 系统 及 其 部 分 之 闻 骨 
上 述 当 明 数 关系 式 在 今后 种 时 刻 仍 将 保持 不 变 , 即 可 写成 
Vis (gq, go £) (Cg, EW Co, 4). (2. 4) 


$3 算 符 
现在 来 游 虑 其 -标志 证- 上 系统 状态 的 物理 量 f. 严格 讲 来 . 我 
人 下 轴 所 讨论 的 量 不 是 一 个 ， 而 十 同时 有 一 组 完 金 集合 。 但 由 于 
村 问题 和 的 讨论 没有 多 太 差别 , 为 简 基 让 ,下 加 只 讲 一 个 物理 量 . 
在 量子 力学 中 ，- 个 给 定 物 埋 时 所 能 取 的 诸 数 簿 称 为 它 的 本 
征 值 , 这 蛙 数 值 的 集合 则 称 为 潜 量 的 值 谱 ， 在 经 上 典 为 学 中 , 一般 读 
来 , 物理 其 上 红 爱 红 值 ， 工 于 为 学 中 也 有 一 些 物理 是 (例如 上 华 标 )， 





图 “当然 ,这 意 内 将 整 个 系统 的 信也 旺 完 全 师 壕 的 ， 但 点 强 渴 指出 相反 的 肯 况 入 
不 成 立 : 如 昌 整 个 系统 的 杰 是 完全 描 渤 的, 一般 证 求 , 它 并 不 能 由 此 确定 徊 个 个 多 这 分 
的 坊 ( 沿 可 见 弛 14)， 


它们 的 本 征 值 上 共有 连 线 的 伟 城 ; 这 种 情形 下 的 本 征 值 称 为 具有 连 
续 谱 ， 可 愉 , 量子 力学 中 除了 这 些 且 以 外 , 还 有 其 它 一 些 量 ， 它 们 
的 本 征 值 是 一 组 分 了 江 克 数值 ; 这 种 情形 我 们 称 为 具有 分 立 谱 . 

为 简单 计 , 我 们 假定 所 萎 虞 的 最 了 具有 分 立 谱 ; 连 续 访 的 御 形 
将 在 835 中 讨论 ， 了 的 本 征 值 几 瑚 表示， 下 标 n 可 取 0,1, 2.3,… 
等 值 ， 我 们 壕 用 王 , 表示 系统 的 一 个 状态 波 函 数 , 该 态 中 的 了 有 具有 有 
确定 的 所 值 ， 这 个 波 辣 数 首 , 称 为 所 给 物 型 是 的 本 征 函 数 . 假 
定 每 一 个 这 样 的 波 国 数 已 经 归 一 化 , 册 有 


| 到 lag=1 (3. 1) 


假定 该 系统 处 于 波 函 数 为 由 的 基 -任意 状态 中 , 对 之 进行 物 
理 量 了 的 测 晤 结果 可 得 耶 认 基 -本 征 值 . 祖 据 状态 芳和 如 原理 可 
以 汤 言 , 变 函 数 罗 必然 是 这 样 一 些 木 征 函 数 于 的 线性 组 合 , 这 此 
,所 对 应 的 各 个 天 值 部 能 在 外 坊 中 测 到 , 且 其 几率 不 等 于 零 . 因 
此 在 一 般 展 形 下 , 任 一 态 的 多 函数 可 表 成 下 列 级 数 形式 : 


-oy, (3. 2) 


式 申 对 所 有 的 品 求 和 ,二 是 一 些 浓 系数 . 

出 此 得 出 结论 ， 和 任何 被 销 数 可 以 月 企 一 -物理 量 花 -* 套 本 入 阴 
数 来 展开 ， 使 上 述 展 开 式 得 以 成 并 的 那 - : 套 质 数 称 为 … 个 完备 组 
(或 封闭 组 ). 

当 系 绕 任 于波 国 数 为 于 的 态 时 ， 展 升 式 (3. 2) 足以 确定 在 该 
态 中 找到 物理 量具 有 任 一 给 定 了 全 的 几率 ( 即 济 量 结 果 为 天 值 
的 几率 )。， 正 如下 访 所 述 ， 这 些 几 率 应 由 四 和 于 * 的 某 种 驱 线 性 
表 式 所 涌 定 ， 这 种 表 式 对 qs 和 吐 而 言 因而 也 是 双 线 传 的， 当然 
这 样 的 稍 式 还 必须 足下 景 .， 最 后 , 当 系 统 处 本 玻 国 数 下 := 更 的 态 
中 | 时 ,下 值 的 包 率 必须 等 于 一 , 当 波 冰 数 六 的 展开 式 (3. 2) 中 不 念 


ss J * 


到 ,时 ,六 悟 的 几率 必须 等 于 零 .能够 满足 上 述 诸 条 件 的 瞧 -* 本 量 
只 能 是 系数 a 的 模 基 平方 .我 们 就 得 到 这 样 的 结论 , 展开 式 43.2 
中 每 一 个 系数 的 模 晤 焉 方 他 |61 5, 丛 定 了 波 吸 数 为 轨 的 态 中 移 理 
量 了 县 有 和 应 值 疡 的 玫 率 ， 各 种 访 值 的 几率 总 和 必须 等 十 一 ; 换 
多 话说 ,以 下 关系 式 几 须 成 立 : 


> 0,1?=1. (3. 3) 

如 果 函 数 更 未 经 归 一 化 ，(8.3) 式 由 就 不 再 成 立 ， 此 时 

立时 将 由 于 和 更 * 的 某 一 双 线 性 表 式 所 确定 ， 这 个 表 式 当 六 

由 一 化 后 必须 等 于 一 。 这 样 的 表 式 只 能 是 积分 式 | 到 到 *eg、 故 下 

式 必 须 成 了 并， 

> -| iy*da. (3. 4) 

另 一 方面 ， 如 果 我 们 用 于 去 秉 WW*(W 的 共 颖 复 函 数 ) 的 展开 
Vi 积分 之 , 可 得 


[wy*ag = Sa sag, 


将 此 式 和 (3. 生起 比 绕 ,我 们 有 


> A Sat |y Yay, 


ba 


由 此 可 以 导出 下 列 会 式 : 
4 一 | wyad (3. 5) 


这 个 公式 确定 了 于 随 数 对 更。 本 征 时 数组 展开 了 时 的 系数 4.. 
加 i 果 把 C3. 她 式 代 人 上 式 , 可 得 


ss Ti = 


Bi Dt |w ny tdg, 


由 上 式 晤 然 可 知 , 本 征 攻 数组 必须 满足 以 下 人 条件 : 
| aadg = un, (3. 6》 


fr 二 时 其 中 的 64m 二 了 天 1R 时 如 一 0， 雏 半 六 时 滋 积 到 有 = 的 
程 分 等 于 有 规 ， 这 一 事实 称 为 于, 函数 组 的 正 交 性 ， 央 此 ， 更 ,水 征 
隐 数 组 构成 … 挛 正 交 的 归 一 化 的 完备 轨 数 级 (或 简称 为 正 一 系 )， 
现在 来 引信 物理 量子 在 某 一 给 定 态 中 的 平均 值 了 的 慨 念 ， 根 
据 通 带 的 于 均值 定义 ， 我 们 把 平均 和 值 了 定义 为 雇 量 的 所 有 本 征 情 
fr 分 草 羔 以 模 应 的 几率 值 | a 后 相 加 所 得 的 总 和 , 即 
1 之 六 19 人 (3. 7) 


我 们 来 写 蜡 子 的 一 个 天 式 ， 这 个 恬 式 中 不 含 罗 的 展开 系数 0， 
而 上 只 含 于 因数 本 身 ， 鉴 于 (3. 7) 式 中 出 现汇 和 qa, 星 然 , 做 求 的 
表 式 对 严 在 必 * 必须 是 双 线 性 的 . 我 们 引入 某 种 数学 算 符 . 用 了 下 
示 之 名 ,并 定义 如 下 ， 令 于 ) 为 算 符 子 作 峡 于 国 数 严 后 所 得 的 结 
灯 ， 我 们 定义 的 f， 是 使 ( 户 m 和 长 弦 复 国 数 镍 + 相 革 后 的 积分 结 
果 等 于 平均 值 f 


F = | (pir) dg. (3. 8) 


RR 吻 证 明 ,，f 在- 一 艇 情形 下 是 一 个 线性 全 积分 算 竺 实际 上 
i .7 的 平均 值 定 艾 下 宕 成 


届 我 了 [约定 , 几 在 宝 母 上 用 一 计 号 "~ 者 代表 算 竺 . 
各 - 个 算 符 有 具 右 语 下 性 摧 交 . 称 为 此 性 向 : 
FE + fF fp RR fog) caf, 
上 中 和; 汶 任 记 国 数 ,8 为 任 车 访 娄 ， 
二 2 各 


1 5 foo | ( > os 


和 {3. 8) 式 比 较 ， 训 以 看 出 算 符 了 作用 于 函数 更 的 续 果 旦 以 下 形 
式 : 


(FP) Saf,, 《3. 9) 


如 果 把 (3. 5) 式 的 四 代入 上 式 ， 我 们 就 发 现 子 是 一 个 以 下 形式 的 
和 分 算 符 : 


(fv) =|K(g, oa dy", 《3. 10) 
长 中 的 朴 数 下 9,9 ( 称 汶 计算 符 的 楼 } 为 


Kg gag) > f(g )T,(g). 《3. 11) 


因此 ， 旦 子 力 学 中 的 每 一 个 物理 量 都 有 一 个 确定 的 线性 算 符 
与 之 相应 ， 

由 (3. 9 式 可 知 ， 记 果 函 数 各 就 是 本 征 函 数 玉 ,之 一 (此 时 所 
有 的 a; 除了 一 个 以 外 者 等于零 ), 那么 , 用 筑 符 了 作用 之 后 ， 就 等 
于 这 个 函数 冬 上 它 的 相应 本 征 值 万 : 

fv, = fy, (3. 12) 
[ 吡 后 凡 不 会 发 生 混 清 之 处 ， 常 把 (jWW) 表 式 中 的 括号 略 去 ; 将 该 
算 符 视 为 作 册 在 它 后 面 所 由 的 表 式 上 ]。 因此 我 们 可 以 说 , 所 给 物 
理 其 耻 的 诸 本 征 疝 数 均 为 下 列 方程 之 解 : 
f=fY, 
其 中 的 了 是 一 个 常数 , 当 上 述 方 程 有 具有 满 是 所 需 条 件 的 解答 时 , 这 
个 常数 所 能 采取 的 庄 数 值 肥 为 本 征 年， 以 后 将 会 看 到 ， 许 多 物理 
景 的 算 符 形状 可 有 以 通 过 育 接 的 物理 邯 虐 确定 之 ， 小 而 所 讲 的 第 往 
性 质 , 使 我 们 有 可 能 通过 解 /下 = 部 方程 而 冰 出 基本 征 溯 数 及 本 
" 1 » 


征 值 . 

一 个 实物 理 量 的 本 征 估 及 其 在 每 全 杰 中 的 平均 千 都 塌实 数 ， 
这 一 点 限 铀 了 它 的 相应 算 符 ， 令 (3. 引 式 等 于 它 的 复 共 辊 式 , 可 得 
以 下 关系 : 


|¥* ra [vr ag (3. 13) 


其 中 的 产 代表 了 的 复 共 轿 算 符 D， 一 般 讲 米 ， 这 个 式 子 对 任意 的 
线 件 算 符 不 一 定 成 立 ， 因 而 它 对 算 符 了 的 形式 是 一 种 限制 ， 对 任 
意 的 算 符 了 讲 来 , 我 们 可 以 求 出 它 的 转 置 算 符 了 ,其 定义 如 下 ， 

| oa |¥ doa, (3. 14) 
式 中 的 于 和 更 是 两 个 不 同 的 函数 . 如 果 令 更 等 于 昌 的 失 斩 复 玉 
数 有 *, 百 和 (3. 13) 式 比较 . 我 们 就 有 

j=8*, 《3. 15) 

满足 这 个 条 件 的 算 答 称 为 厄 密 算 符 @、 这 样 ~ 来 ， 在 量子 力学 的 
数学 表述 中 , 和 实物 理 景 相 对 应 的 算 符 就 必须 是 捷 密 算 符 ， 

我 们 还 可 以 纯 形 式 地 车 虚 复 物理 量 ， 即 其 本 征 什 为 复数 的 物 
理 识 ， 收 定 了 是 这 样 一 个 是， 则 可 引进 其 共 因 复 量 六， 它 的 本 和 
值 和 于 的 本 古 信 成 共 久 复 数 关系 我 们 用 了 + 代 开 六 所 对 应 的 算 
符 ， 产 称 为 算 符 了 的 厄 密 兴 思 算 符 , 一 般 讲 来 它 不 辐 下 复 共 斩 算 
答辩 f* 在 亚 坊 中 的 平均 值 为 

f* -Jy*prwag. 
另 一 方面 ， 我 们 有 
0 对 算 符 上 如 时 有 大 二 本 贿 丰 其 回 算 着 站 可 通过 扶 4 二 和 加 以 定 交 ， 
全 对 53.14) 并 式 拘 访 性 积分 算 社 而 言 ， 电 淮 从 件 程 半 于 法 算 符 的 柜 以 产 注 中 


状语 辣 ， 人 一 政事 (人 ). 
中 了 可 


(Ff)* = | [zea | =sras 


i 


二 全 "was 
EAT: 到 蕊 相符， 得 
六 一 名 [3. 16) 


显然 , 所 - - 般 讲 来 并 不 等 于 产 . 
条 件 (3. 15) 现 在 可 写成 
f=ft {3. 17) 
因 比 , - -个 实物 介 量 的 算 符 等 于 心 的 厄 密 其 思 算 竺 ( 厄 从 算 符 也 称 
为 自 斩 算 符 )， 

对 一 个 捷 密 算 符 诽 来 , 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 国 数 征 此 正 去 . 
岗 在 来 讲 一 下 如 何 直接 证 明 这 种 正 交 性 ， 设 和 了 ,为 站 的 贿 个 
不 同 本 征 值 , 到 .和 于。 为 其 相应 的 术 征 限 数 : 

站， 

第 一 或 两 边 各 乘 于 ,人 第 二 式 经 过 复 共 轻 后 青 在 项 边 各 浅 四。 

然后 两 式 村 减 , 得 

Pf, ff) 到 
上 式 两 这 对 dg 积分 ， 由 于 产 -六 按 (3.14) 上 式 左边 的 积分 等 于 
零 ， 故 得 


(fa fw) [Eur tda =0, 
四 村 天 去 fw; 得 证 于, 和 四, 函数 的 上 正 交 性 . 
我 们 在 这 里 只 讲 了 -个 物理 时 了 但 在 本 节 之 初时 已 说 明 过 ， 
对 一 组 同时 可 铀 的 物 型 呈 的 完全 集合 也 可 以 同样 讲 ， 此 时 完 爹 集 
合 中 的 每 一 个 量 了 9,… 均 有 其 对 应 的 算 符 记名 …， 本 征明 类 到 。 
则 对 应 于 上 述 诸 量 同时 具有 有 定 传 的 态 ， 寻 对 应 于 具有 一 组 确定 的 
本 征 值 六 gw … 的 态 , 二 为 下 列 方程 组 的 共同 解 ; 


jy =F, oY = gy, 


$4. 算 符 的 加 法 和 冬 法 


设 和 #5 是 两 个 物理 景 f 和 9 的 算 符 , 其 和 了 +g 有 一 个 相应 
算 符 了 十 六 但 是 ， 旺 子 力学 中 不 同 物理 其 相 加 的 含义 很 大 程度 上 
取决 于 这 黄 个 筑 符 能 弄 同 时 测量 ， 如 果 了 和 gg 能够 问 时 测 景 ， 算 
符 了 和 5 就 具有 共同 本 征 商 数 ， 它 们 也 就 是 算 符 了 二 9 的 本 征 甘 
数 ， 这 一 算 符 的 本 征 值 就 等 十 科 了 --9s， 但 当 了 和 5 不 能 同时 其 
有 定 秸 时 , 和 于 二 9 的 含义 就 更 有 限 了 ， 此 时 我 们 只 能 说 ， 和 晤 在 
任 一 态 中 的 平均 值 等 开 其 各 景 平均 值 之 和 ; 


天 十 8 一 下 十 世 (4. 1) 
至 三 算 符 地 1 他 的 本 征 信 和 本 征 国 数 , 一 虎 讲 来 与 了 和 9 的 有 美 嗓 
不 再 有 任何 关系 ， 刘 果子 和 六 都 是 肯 斩 算 符 , 显然 -8 也 是 自 罗 


作答 ,从 而 它 的 本 征 信者 是 实数 ， 并 蕊 等 于 出 此 定义 的 新 显 了 Hg 
的 值 . 

下 列 定 理 慎 得 提 一 下 ， 设 无 和 名 分 别 为 和 gg 的 最 小 本 征 
秆 ,而 (fF 寺 四 o 为 +g 的 最 小 本 征 值 ， 则 可 证 明 

(f +9)0fot go, (4, 2) 

式 中 的 等 号 当 了 和 9 可 以 同时 测量 时 成 立 ， 这 个 定理 的 证 明基 于 
这 样 一 个 明显 的 事实 ， 即 -~ 个 量 的 平均 供 总 是 大 于 或 等 十 它 的 最 
小 本 征 值 .在 了 -9 具有 (fo 值 的 态 中 ,我 们 市 了 =-9 一 他 十 的 0 
另 一 方面 , 由 于 了 9 一 于 十 5 名 十 go 我们 就 得 到 不 等 式 (4. 2)， 

再 令 了 和 8 是 两 个 可 以 同时 测量 的 量 ， 除 了 它们 的 和 外 ， 还 
可 以 引进 它们 的 闻 积 概念 , 这 个 乘 和 是 这 样 一 个 量 , 这 个 量 的 本 征 
值 等 于 了 和 ?9 的 本 征 值 的 切 积 ， 很 易 证 明 ， 这 个 量 的 算 符 作 用 在 
基数 上 的 结果 ， 相 当 于 碟 原 先 两 个 量 的 算 符 先后 作用 二 该 函数 小 
记 答 的 结果 ， 这 样 的 算 符 ， 在 数学 上 可 表 为 1 和 # 两 个 算 符 的 乘 
.6 


积 ， 实 际 上 , 设 到 。 为 子 和 六 的 共同 本 征 函数 , 我 们 有 
着 到 ,一 让) 一 六 一 加 一 的 六， 
(记号 节 代表 一 个 算 符 ， 它 作 州 于 函数 下 上 的 结 际 ,等 于 先 抒 算 
符 六 作用 王 画 上 再 把 算 符 子 作用 十 函 数 $j 二 后 所 得 前 结果)， 问 
样 地 我 们 也 可 以 用 算 答 47 代 圭 抽 ， 两 者 的 差别 仅 在 于 央 了 的 次 
序 ， 这 两 个 算 符 作用 于 风 。 函数 的 颖 果 显 然 是 相同 的 ， 由 于 和 企 一 
波 国 数 歼 可 表 为 加 ,本 数组 的 线性 组 合 ， 故 在 和 6 作用 于 任 一 
甬 数 的 结果 也 二 相同 的 ， 这 一 事实 可 以 用 符号 等 式 6=j#f 表示 
之 ; 或 写作 
有 一 他 =0. (4. 3) 
这 样 的 两 个 算 符 了 和 jj 称 为 可 易 发 相互 对 易 , 由 此 得 证 -一 个 重 
皮 结 论 : 如 果子 和 9 其 个 芋 可 以 同时 取 定 什 , 则 上 其 算 符 彼此 对 易 . 
上 述 定 理 的 逆 定 理 也 能 加 以 证 明 ( 见 $ 11): 如 采 算 符 闻 和 # 
对 易 ， 碧 术 , 它们 所 有 的 本 征 函 数 都 可 取 成 两 者 的 共同 本 徙 辕 数 ; 
其 物理 仿 六 是， 这 两 个 算 符 质 对 应 的 物理 全 可 以 同时 渊 其 ， 因 此 
筑 符 的 可 对 易 性 是 物理 划 可 以 同时 测 员 的 一 个 充 要 条 件 ， 
算 符 相 乘 的 -- 个 转 丈 情 江 是 一 个 算 符 的 需 乘 ， 根 据 以 上 的 讨 
论 吉 知 ， 算 符 户 ( 为 整数 ) 的 本 征 值 等 于 算 符 的 本 征 值 的 2 次 
方 ，-- 般 讲 来 我 们 可 以 把 一 个 算 符 了 的 任意 霄 数 wp( 方 定 文 为 
一 个 算 答 ， 这 个 算 符 的 本 征 们 等 于 同一 霄 数 @( 有 ,其 中 的 了 是 算 
符 了 的 本 年 值 ， 如 果 函 数 p (用 可 层 成 态 蔓 级 数 ， 则 算 符 到 ( 方 也 
能 展 成 这 样 的 徊 级 数 , 即 归 结 为 各 种 宕 次 的 产 . 
特别 是 算 符 了 4 它 称 为 了 的 逆 算 符 . 显然 , 把 算 符 子 和 产 : 先 
后 作用 于 任 一 函数 上 ， 其 结果 使 谈 轩 数 保持 不 变 ， 亦 即 有 ff := 
ff 1. 
如 旨 子 和 不 能 加 时 注 起 ， 它 砷 的 乘积 概念 颖 不 再 具有 上 述 
直接 意义 ， 这 一 虚 可 用 下 启事 实说 明 : 现在 的 算 符 骨 不 再 自 镀 ， 
二 17 和 


从 和 而 不 能 对 应 于 任 一 实物 理 晤 .事实 上 ， 根 据 一 个 算 符 的 转 置 定 
义 , 我们 可 写 田 
| 多 有 Ga 一 |¥¥90)ag = ] Ge (fr)ag, 


这 里 的 算 符 了 只 作用 在 玫 上 而 算 符 9 只 作用 在 上 , 所 以 被 积 函 
数 不 过 是 4 和 ji 西 个 函数 的 简单 蒋 积 ， 再 一 次 应 用 算 符 的 转 
置 定义 , 我 们 可 殷 成 
| bear=| Gy (99) d= | ofa 
于 是 我 们 得 到 一 个 积分 ， 和 原 税 分 相 比 ， 共 中 的 两 数 炙 和 甸 
对 调 了 位 置换 和 包 话 说 ， 算 符 姘 是 篆 的 转 置 算 符 ， 我 们 可 写 
成 ~ 
17=0F, (4. 4 
乘积 f9 的 转 置 , 等 竹 其 因子 分 别 转 置 后 再 以 相反 次 序 写 出 的 乘 
积 ，(4. 4 式 两 边 部 取 复 共 固 , 可 得 
(f+ =f (4. 5) 
妈 果 子 和 六 都 是 后 密 自 符 ， 则 (六 )+ = 弛 由 此 可 见 , 当 且 仅 
当 子 和 站 对 易 时 , 月 才能 是 厄 密 算 符 . 
我 们 要 指出 ， 从 两 个 不 对 易 厄 害 算 符 的 乘积 亢 和 好 出 发 ， 
可 以 对 称 化 成 一 个 厄 密 算 符 : 
去 (大 十 用)， (4. 6) 
这 样 的 表 式 有 时 会 磁 到 ; 称 之 为 对 称 化 冬 积 . 
容易 看 出 骨 一 好 是 一 个 反 厄 密 算 符 ( 即 其 转 置 算 符 等 于 其 复 
共 轿 等 符 乘 上 一 个 负 号 )、 它 冬 上 i 后妈 可 变 成 尼 密 算 答 ; 因此 
i(f9—67) (4.7) 
丸 是 一 个 厄 密 算 符 . 
为 简便 计 , 今后 我 们 有 时 将 用 以 下 的 记号 : 
7 。 


{ 广 分 = 1 A 4. 8) 
并 称 为 这 两 个 算 符 的 允 易 子 ， 容 细 下 明 修 瑰 慎 等 式 


{19, = (人 六 和 (4. 9) 
注意 , 镍 时 4 户 寻 二 0 和 三, 向 =.0, -- 肯 讲 并 不 导 玛 了 和 6 对 易 ， 


8$5. 连 续 谱 
3 和 4 中 撞 壕 分 立 谐 本 入 隔 儿 畦 诽 的 所 有 关系 式 ， 可 以 苇 
无 困 花 也 推 】 到 本 征 但 为 违 续 诺 的 情形 中 去 
如 上 旺 为 具有 连续 讶 的 一 个 物理 和 是， 我 从 可 以 简单 虹 用 问 一 字 
怀 了 代 天 蔚 的 各 个 本 征 伞 ， 活用 诈 y 代 赤 相应 请 本 征 国 数 ， 按 (3. 
引 式 ， 件 一 苇 国 数 正 可 对 分 立 谱 的 一 套 本 和 宦 国 数 来 展开 ， 与 此 炎 
位 ,于 也 可 对 县 有 连续 谐 的 物理 好 的 一 伍 完 若林 征 国 北 来 展开 (此 
时 并 盛大 -个 和 分 式 }》、 这 种 展 式 所 有 具 的 彤 状 为 
多 (人 =| ar(Da (5.1) 
式 中 的 积分 延 下 里 于 所 能 采取 的 整个 仁 域 . 
连续 谱 杰 年 硝 数 的 时 -化 问题 更 司 分 评 谱 情形 来 得 复 划 局 
后 将 看 到 ， 本 年 国 数 模 最 平方 积 分 等 于 一 的 此 求 ， 现 在 无 活 丫 足 ， 
为 此 , 我 们 把 更 7 因 半 的 时 :一 化 汗 交 政 成 这 样 : 使 得 | | "fF 等 于 在 
证 波 国 数 所 描述 的 坊 中 神往 计 物 理 避 的 狂人 近 介 于 了 和 Ff 二 df 之 
同和 的 几率 。， 所 有 了 于 可 能 值 隐 几 举 总 和 必 锅 等 十 一 , 因 瑟 有 
Nerizgf =1 (5, 2) 
[类 似 于 分 立 谱 的 (3.3) 式 ]. 
佑 效 推 导 人 .5) 式 的 方法 ,应 用 辣 一 论证 ， 直 得 下 列 西 式 ， 其 
一 是 


| yi *dg = |ia; [2a8, 


攻 一 中 


| 到 多 xd = [|ary rafdg. 


CE 


比较 以 上 两 式 , 发 渴 展 开 式 诸 杀 覆 漠 足下 列 公 式 : 


本 


mr 一 他 (gq) Yr (qdg, (5. 3) 
素 志 与 [3.9) 式 完全 类 所 |， 
为 了 推导 归 一 -化 条 件 , 现在 把 个 . 11 代 人 (5. 3) 式 , 结 洒 得 


gj 一 | or 人 | y Fag Jaf 


此 式 必须 对 任意 的 of 部 能 成 立 ， 因 订 必 须 是 恒 等 地 得 到 满 
足 ， 为 此 , 首先 ， 被 积 晴 数 中 的 or 的 系数 (如 | 更/ 可 ;gg9) 只 要 玉 
二 就 必须 等 于 内 ， 而 当天 = 了 时 ， 这 个 系数 必须 变 成 无 穷 天 ( 否 
则 对 oj' 用 分 后 将 等 于 过 )， 改 积分 | 色 r 可 了 8 应 为 好 一 了 的 晒 数 ， 
这 个 随 数 当 崇 量 不 等 十 零 时 为 零 , 当 宗 量 等 十 零 时 为 光 限 大 ,我 们 
用 6(f' 一 月 代表 这 个 晴 数 : 
| ee-sG 一 六 (5. 4) 
我 们 必须 有 
[8 — fardf =ar. 
这 个 式 子 确定 了 (一 及 函数 当 拓 一 f=0 时 变 成 无 穷 大 的 方式 ， 
由 上 式 进 然 可 得 
|scr 一 Paf=1 
这 样 定义 的 琢 数 称 为 3 函数 ( 它 是 用 P. A. M, 狄 喇 克 首先 引入 量 
子 力学 的 )， 我 们 再 把 定义 它 的 公式 写 一 道 ， 它 们 是 
xz 二 0 时 6(w) =0， 而 6(0) 一 oo， (5.5) 


这 时 
| Kxzyar:-1， (5. 6) 


支 中 的 上 下 各 分 限 林 入 成 任意 数值 , 愉 权 z=0 的 名 分 于 和 分 多半 
就 司 以 了 ， 设 (x) 为 在 x 二 0 虚 处 连续 的 函数 , 则 有 


| S00) fd =f (0). (5.7) 
此 式 可 改写 威 更 普 直 的 形式 
[se— f(r) =f (0), (5. 8) 


式 中 的 积分 区 间 包 偏 x==&@ 点 ， 六 有 目 fw 本 二 6 扩 由 为 连 红 ， 窟 
易 证 旭 8 晴 妆 是 一 全 偶 函 数 , 即 


8(— 2) 二 60， (5. 9) 
最 后 , 报 据 
| Sr} = | SE = 二 
可 导出 
_ 1 > 
Sr or) (i) (5. 10) 
北 中 必 为 任意 常数 ， 


(5. 4) 式 给 出 本 连续 谈 本 征 要 数 和 的 归 一 化 法 则 ; 它 可 以 代替 分 
立 谱 情形 下 的 归 一 化 条 件 (3. 6). 我 们 看 到 , 和 以 前 一 样 ,i 和 于 yx 
函数 当 站 才 f 时 是 相互 正 交 的 ， 可 是 模 早 平方 | 于 11? 的 积分 对 连 
续 谱 讲 来 吓 发 成 的. 

函数 更;( 全 还 满足 别 一 个 类 似 于 生息 式 的 关系 式 . 要 推 立 
这 个 关系 式 , 可 把 45. 3) 式 代 人 45, 了) 式 中 ,得 


ve =| 到 Ce (fr Ya jag'， 
由 此 我 们 可 以 立刻 推 知 必 有 有 


[Er (evaf =6(9 —0). (6.11) 
分 立 谱 情 形 中 当然 也 有 -全 与 上 式 相 类 伺 的 关系 式 : 
> (og, (gq) = 一 他 - 《5. 127 


(5. 了), (5. 4 两 式 和 (15. 37，(5. 117? 两 式 和 比较 , 可 以 看 出 , 一 
方面 , 顷 数 辫 (9) 可 按 因数 组 到 1 的 展开 , 其 展开 系数 为 0f， 荔 一 方 
面 ;5. 3) 式 是 - -个 完全 类 但 的 展开 式 ， 式 中 的 员 二 8( 甩 蔷 数 按 芍 
数组 凡人 展开 , 而 下 0) 充当 了 展开 式 系 数 ， 贤 数 和 人 门 积 下 和] 
一 冬 , 也 能 完全 依 定 该 系统 的 状态 ; 我 人 条 有 有时 把 af 让 称 为 f 表 和 中 
的 波 隔 数 [ 而 玫 {q) 称 为 9 表象 中 的 波 匡 数 ]. 正如 | 小 (9) 1* 确 定 系 
统 的 党 标 值 介 于 给 定 的 dg 区 间 办 的 几率 - - 样 ，la( 了 )[? 确 定 了 了 
的 数值 介 寺 给 定 的 中 区 间 内 的 几 论 ， 一 方面 者 jf{9) 国 数 为 物理 
其 下 在 4 表象 中 的 本 征 浆 数 ; 另 一 方面 , 它 的 共 庆 复明 数 三 FD 就 

是 谷 标 8 在 了 表象 中 的 本 征 函数 . 
设 多 ( 方 为 物理 是 了 的 革 种 国 数 , 许 且 和 下 的 关系 是 一 
应 的 ， 那 末 ， 每 个 罗拉 哆 数 部 可 以 看 作 me 的 一 个 本 征 瑟 数 . 机 
是 ， 这 时 这 些 阴 数 的 时 一 化 问题 必须 改变 ，g 的 本 征 国 数 网 9) 
应 按 以 下 条 件 岂 一 化 : 
J ag= de ) —p0]. 
而 更 Fr 国 数 是 接 条 作 (5. 4) 归 一 化 徇 ，6 博 数 的 定量 只 有 当 丫 =j 
革 本 等 于 零 ， 当 下 趋 这 于 时 , 我 们 有 
vf) wD = GD, 
按 (5. 10) 式 我 们 可 写成 了 
中 ”一般 讲 米 ,如 gt) 为 菜 间 值 降 笋 :其 洱 表 数 龙 融 单 值 ], 我 们 就 有 
[ofz: 和 Sf{s— ti), 
其中 ae 为 廊 程 此 Pi) =0 的话 自 ， 
» 2 » 





Go — p= Tf 一 力 ， (5,. 13) 


上 二 enn 


此 式 和 (5. D 式 对 比 , 可 知 到 ,和 到 7 函数 的 相互 关系 为 





= mp (5, 14) 
af 
还 有 一 些 物 理 妈 , 该 种 量 在 一 个 值 域 内 有 具有 分 立 谱 , 而 在 另 一 
全 域内 有 具有 巡 练 谱 ， 对 记 种 生理 量 的 本 征 图 数 讲 来 ， 素 币 和 和 前作 
中 导出 的 所 有 公式 当然 也 能 成 立 ， 人 有 一 点 必须 指出 ， 它 的 完备 
阴 数 组 是 由 分 立 谱 各 达 续 谱 的 本 征 闭 数 放 在 一 起 组 成 的 . 因此， 
代 一 波 图 数 对 这 种 时 的 本 征 范 数组 展开 时 具有 以 下 的 形式 ; 


V9) = 5 a (9) + [ory yq) of (5. 15) 


式 中 于 分 立 谱 求 和 , 并 对 竖 个 连续 谱 求 积分 . 

笃 标 & 本 身 是 具有 连续 谱 的 物理 最 的 一 个 例子 .容易 证 明 : 
它 所 对 庶 的 得 符 机 当 于 简单 地 乘 以 因 了 &， 由 于 各 种 不 同 坐 标 便 
的 于 率 是 镭 模 量 平方 | 到 0 时 确定 的 , 所 以 华 标 平均 位 应 为 


a=| 4l¥ ldg= |v*gyag. 


将 上 式 和 算 符 定义 (3.8) 式 比较 , 得 到 中 

9 《5. 16) 
根据 一 般 规则 ， 这 个 筑 符 的 本 征 质 数 应 读 由 方程 9 于 ,一 go 确 
定 ， 式 中 的 和 暂时 伐 表 其 体 匆 吾 称 值 ， 以 便 和 和 莹 下 要 区 别 ， 击 
于 到 :==0 或 ?= 和 时 这 个 方程 式 侣 能 得 到 满足 ， 很 明 旦 ， 福 足 归 


四” 为 简单 计 , 令 后 我 们 党 把 全 吾 于 梁 呈 基因 也 的 算 社 披 成 该 村 和 内 邯 的 形式 . 
是 2} * 


一 化 条 件 的 本 征 函 数 启 该 是 名 
6g— go0). (5. 17) 


$ 6， 过 湾 到 经 典 力 学 极限 情形 

申 子 力学 把 缀 上 盟 力 学 作为 自己 的 某 种 极限 形式 包括 进去 ， 产 
生 的 问题 是 而 | 何 让 澈 到 这 种 极 阴 情形 . 

在 量子 力 党 中 ,一个 电子 是 由 波 闭 数 掺 述 的 , 波 攀 数 确 定 了 电 
子 坐 标的 各 种 数值 ; 对 于 这 种 波 函 数 , 运 今 我 们 上 只 知 其 为 杂种 线性 
偏 微分 方程 的 解 。 另 一 方面 ， 经 典 力 党 中 的 一 个 电子 被 看 成 一 个 
物质 点 , 巡 动 于 由 运动 方程 所 完 侈 确定 的 饥 道 上 . 量子 力学 和 经 典 
力学 之 癌 的 这 称 内 在 关系 , 在 荆 种 意 兰 上, 与 电动 力学 中 被 动 光 党 
条 几何 光学 之 词 角 内 在 关系 相 类 供 ， 在 滤 洒 逃学 由， 电磁 波 和 不 山 
淇 是 一 定 的 线性 微分 方程 组 ( 即 走 克 电 韦 方程 }) 的 电场 矢量 和 磁场 
矢量 所 描述 的 . 但 在 几何 光学 中 ， 光 的 传播 被 看 作 赴 涪 着 确定 的 
胃 道 (光线 ) 行 进 的 .这 各 类 似 性 ， 使 我 们 能 浊 波 动 欧 学 过 渡 到 沁 
何 鞠 党 那样 , 将 量子 力学 过 波 到 经 典 力学 的 极限 情形 . 

我 们 来 回忆 一 下 波动 光学 在 数学 形式 上 是 如 何 过 沪 到 几何 光 
学 的 《 见 < 场 论 3，% 53)， 设 #4 为 岂 克 小 的 任 一 场 分 中， 它 可 用 成 
4 一 Qe "的 形式 (a 和 为 实 量 ), 其 中 的 a 萄 为 波 的 振幅 ,条 为 波 
的 周 租 ， 几 何 光 学 对 应 于 波长 撕 短 时 的 檬 限 刁 形 ; 从 数学 上 讲 米 ， 
就 臣 周 相 呈 { 在 几何 光学 中 ，gq 称 为 学 程 函 数 ) 草 短 距离 内 共有 很 

性 一 中 表 数 对 这 和 肝 本 征 请 数 展 开 后 的 展开 式 系 数 为 
on PRS {ggu0g = Wige) 
该 坐标 拉 介 于 替 定 区 间 as 测 痢 开 率 为 
[ee leg | Eo: | ge 
这 十 避 迪 有 国 绍 虚 ， 
* 24 * 


大 的 改变 景 ;这 及 是 说 ,此 时 可 以 殷 定 本 了 起 有 很 去 的 绝对 什 . 

与 此 类 似 , 我 们 可 以 从 这 样 的 假定 出 发 , 慢 定 鞭子 力学 的 波 觅 
数 在 经 暴力 党 极限 情形 下 其 有 于 =ae ?的 形式 ， 式 中 的 a 是 一 个 
缓 变 函 数 , 而 yp 到 很 大 的 数值 、 大 家 知道 , 力学 中 的 质点 转 道 可 以 
通过 共 分 原理 确定 . 按 此 原理 , 一 个 力学 系 绕 的 作用 量 3 必须 取 要 
小 值 ( 最 小 作用 最 原理 )， 和 在 几何 光 信 中 ， 光 线 是 出 条 谓 费 马 原 理 
确定 的 , 按 比 原型 , 光线 的 光 程 亦 即 轨 道 的 起 端 与 终端 的 同 相差 必 
须 取 节 小 {或 晤 大 ) 可 能 

茶 于 这 一 类 似 性 ; 我 们 可 以 断言 ， 在 经 典 极 限 情 形 下 ， 波 治 数 
中 科 同 相交 应 与 所 泛 碰 物理 系统 的 力学 作用 最 沪 成 让 比 ， 贡 及 
-和 贰 数 关 和 ， 这 个 比 俩 闻 数 称 为 普 朗 克 和 常数， 我们 以 丰 表 寺中， 
是 有 作用 盟 的 量 纲 ( 国 8 泊 址 纲 ), 并 且 

克 1T.054x 10 -2 级 格 : 种 、 

内 此 一 个 “几乎 经 典 的 ”( 或 称 准 经 典 的 ) 物 理 系 桩 的 波 国 数 具 

有 下 列 形式 


了 


困 一 ae 五 . 《6. 1) 

次 裔 死党 数 正 亲 一 到 是 于 现象 由 占有 重要 好 位 ， 它 的 相对 什 

[ 瑟 辣 景山 的 共 它 物理 量 相 比 ) 沁 定 普 该 物理 系统 的 “量子 化 程 

论 "， 景 子 力 学 问 经 典 妨 党 的 过 访 , 相当 于 向 相 很 大 时 的 情形 ， 这 

引用 到 趋 于 零 伞 福 站 的 形式 描述 {正如 波动 光学 过 渡 到 几何 光学 
计 , 相当 于 波长 趋 王 零 , 4 过 0)， 

我 们 已 经 阅 姑 了 波纹 数 的 报 限 形式 ， 但 未 涉及 它 与 经 典 轨 道 

运动 拘 关 系 上 问题， 一般 讲 末 ， 用 波 隔 数 掺 人 这 的 运动 并 不 趋向 确定 

的 轨道 运动 ， 它 与 经 典 运 动 的 关系 是 人 这样 的 ， 假 定 在 基 一 起 始 肝 


中 11905 合身 MM. 普 妆 克 引 入 特 理 学 中 。 本 书香 处 奈 册 而 才 严格 讲求 频 等 于 
请 裔 克 常 烤 天 共 2 是 钦 喇 宽 记 对 ， 
击 人 


刻 , 泪 隐 数 和 随 二 而 有 的 笃 标 几率 分 布 值 已 给 定 ， 在 随后 各 也 肇 ， 
这 个 几 崇 分 布 将 按 经 典 力学 的 定律 变化 ( 详 见 $ 17 的 末 段 ). 

为 了 得 出 沿 确 定 轨道 的 运动 ， 我 们 必须 从 特殊 形状 的 波 绩 数 
出 发 ， 这 种 波 图 数 只 在 一 个 很 小 的 室 间 范围 内 才 旺 著 地 不 等 于 零 
{ 穆 之 为 波 包 ); 这 个 空间 范围 的 尺 放 必 须 随 下 一 起 赵 于 过. 然后 
我 们 才能 说 , 在 叭 经 册 情 形 下 , 该 波 包 在 空间 将 设 项 点 的 经 瞄 困 道 
运动 . 

最 后 ， 量 本 力学 算 答 在 这 种 极限 情形 下 应 该 还 原 成 为 一 个 琵 
可 因 子 , 这 个 因子 就 是 相应 的 物理 景 ， 


3 7， 滤 国 数 与 副 量 

许 我 们 入 回 到 油 和 过 和 各， 它 的 性 质 已 经 站 1 中 起 性 地 讨论 

过 ;现在 来 说 明 这 些 性 质 和 园子 力学 的 数学 表述 足 候 桩 联系 的 . 
考 弄 包括 以 下 两 个 沈 分 的 一 个 系统 ; 一 个 经 典 仪 器 有 一 个 电 
子 ( 看 作 一 个 量子 客体 .测量 过 程 就 是 这 两 个 部 分 进 和 人 相互 作 
用 ;, 共 结 果 是 仪 右 由 初 态 转 为 另 一 状态 , 根据 其 状态 变 从 可以 引出 
己 子 状态 的 有 闫 续 论 ， 似 器 的 状 坊 是 由 标志 它 的 甘 种 (或 某 些 ) 物 
理 量 的 数值 一 一 斯 “ 仪 央 的 读数 "一 一 所 确定 的 ， 我 们 暂时 用 9 表 
示 这 个 量 ， 用 名 表示 98 的 本 征 值 ; 9 的 依 域 按照 仪器 的 经 上 典 性 质 
- 般 讲 来 应 该 站 连 妆 的， 但 我 们 一 一 忆 为 今后 向 化 会 式 起 见 一 一 
假定 乱 鸭 分立 庶 ， 仅 入 的 状态 可 用 准 经 内 流 国 数 呈 , ( 丰 摘 写 之 ， 
下 标 站 对 应 于 公 稚 "读数 "8 ， 面 上 为 共 合 标 织 ， 权 肯 的 经 由 性 质 
故 现 于 直列 事实 , 在任 一 给 定时 刻 , 我 们 可 以 肯定 它 处 于 避 有 了 确 守 
9 值 的 某 一 已 知 坊 史 , 中 ; 这样 的 假定 , 对 一 个 量子 系统 讲 来 , 当然 

是 不 合理 的 ， 

令 虽 ( 有 为 仪 绒 的 初 态 ey [和 为 电 - 产 的 任 
一 上 归 一 化 初 态 波 果 数 0 表示 其 笃 标 组 ) 可 国人 党 耕 五 独立 到 


| 


描述 仪器 和 电子 的 状态 ， 均 整个 系统 的 初 态 该 国 数 等 二 下列 
乘积 : 
V9) Pols), (7. 1) 
随后 , 仪器 和 电子 进入 相互 作用 ， 运 用 量子 力学 的 方程 式 , 可 在 原 
则 王 追 在 该 系统 的 波 函 数 随 村 间 的 变化 ， 在 测量 过程 结 束 之 后 、 
这 个 涨 国 数 当然 不 一 定 再 为 图 数 上 拓 和 国 数 Y 的 条 积 、 殷 这 个 波 函 
数 对 仪器 的 本 入 函数 中 (它们 构成 一 完备 组 ) 展 开 后 , 可 得 下 列 受 
加 形式 ; 
An(9) Bs (E), 《7, 2) 


于 中 4 人 (人 为 的 其 种 函数 . 

仪 刚 的 经 监 性 质 ， 以 及 经 题 力学 既 为 量子 力学 的 基础 又 为 其 
级 限 悄 形 的 双重 角色 , 现在 开始 露面 ， 如 前 记述, 仪器 的 经 典 性 质 
意味 着 , 9 是 仪 明 读 数 站 在 任何 时 刻 均 有 时 种 定 值 . 这 卫 使 我 
们 人 能够 断定 ,测量 .后 ,仪器 加 电子 的 整个 系统 的 态 , 实 际 上 并 不 是 
由 .2) 式 的 整个 级 数 之 和 描述 ， 而 是 由 其 中 与 仪器 “法 数 ”g, 相 
对 庶 的 那 一 项 描述 的 : 

A Pt), (7.3) 
乌 此 可 风 ,， 上 式 中 的 (0 正比 于 测 野 结 来 后 电子 的 波 消 数 , 从 中 
数 4.{ 外 并 设 有 归 一 化 这 一 和 点 也 可 以 看 出 ， 它 还 不 是 电子 波 函 数 
本 对， si(9) 中 不 亿 包 含有 关 电 子 来 态 性 质 的 信息 , 而且 还 包含 若 
仪器 总 现 第 如 个 “读数 "的 几率 (由 系统 初 态 所 确定 ) 的 信息 ， 

由 于 明子 力学 方程 的 线性 性 质 ，A4,C9) 和 电子 的 初 态 波 明 数 
证 (四 的 甘 系 , 一 般 讲 来 , 可 以 通过 某 种 线性 积分 算 符 表 出 : 


4 (的 = {Eng, 9) 到 (eg (7.4) 


其 中 的 楼 下 ,9 表述 这 个 训 量 过 程 的 特征 . 


和 


我 们 假定 上 述 测 量 给 出 了 电子 访 的 完全 描述 ， 换 和 名 话说 ( 哆 
$1》， 末 坊 中 所 有 各 其 的 儿 举 应 该 与 电子 的 先 肛 ( 测 量 岂 部) 状态 
无 闫 ， 有 从 数学 上 讲 ， 这 意味 着 图 数 4 的 形状 必须 由 测 下 过 各 
本 身 所 确定 ， 鹿 与 电子 的 初 态 波 识 数 太 (99) 无 关 ， 因 此 4 应 显 下 
州 上 形式 : 

A = na (oD), {7.3) 
村 中 gp 为 某 利 确定 的 靖 数 ;我们 假定 它 已 经 归 一 化 ， 具有 常数 2， 
才 依 赖 于 于 (q)， 在 积分 关系 式 (7. 和 中 ， 这 相当 填 核 下 ,Cg 9 四 
和 解 成 为 9 的 隔 数 有利 9' 的 国 数 的 习 积 
Kg ) -Pn rg ), (7.6) 
真 而 常数 a 和 消 数 于 (9) 的 线性 美 系 作 下 划 形 式 : 


A (gy ag, (7.7) 


其 中 邓 . 拉 为 依 未 和 测量 过 程 的 其 些 确 年 的 哨 数 ， 

函数 oo 他 就 是 测 量 之 后 电子 的 时 一 化 小 国 数 ， 这 里 我 们 条 
到 ， 用 测 最 方法 确定 -一 个 电子 志 的 可 能 性 不 课 论 的 数学 寄 述 中 证 
沪 样 得 到 克 | 虹 的 (这 个 电子 态 可 用 一 个 确定 的 法 孙 数 梢 述 》. 

如 有 果 对 一 个 波 图 煞 给 定 为 更 (的 的 电子 进行 这 种 测 景 , 则 当 数 
0 具有 一 个 简单 的 物理 食 浆 : 根据 一 般 期 则 ，lan| 器 是 神 得 第 
个 结果 的 几率 ， 所 有 补 量 结果 的 总 几率 应 该 等 于 一 ; 

> a,!l:=1. (7.8) 


为 了 使 (7, 站 式 和 (7, 妈 式 对 三 辣 的 妇 一 化 的 函数 证 {9} 者 能 成 站， 
任意 国 数 六 (有) 必须 (参考 5 3 能 对 归 数 组 Yn(9)} 展 开 . 这 就 居 
六 ,时 构成 一 大全 次 玖 一 化 的 抵 从 图 数组 ， 

如 染 电 闻 和 的 宁 访 波 隙 数 每 于 其 中 的 一 个 六 (外 家 数 ; 则 与 证， 
对 应 的 6 入 数 显然 等 于 一 ， 而 此 它 的 gs 邵 千 于 堆 。 换 条 话说 ;对 
* 2 晶 


处 于 区. 的 态 的 电子 进行 该 种 测 其 后 , 肯定 能 况 得 由 第 个 结果 

国 数 于,( 四 的 卡 述 一 急性 质 夷 明 ， 罕 们 就 是 用 以 标志 电 玉 区 
某 种 物理 量 ( 用 了 表示 之 ) 的 本 征 国 数 , 我 们 所 讲 交 于 种 测量 , "TL 
说 成 是 对 了 这 个 量 进 行 测量 ， 

十 分 重要 的 是 , 多 (0 这 织 国 数 - - 般 讲 来 并 不 等 于 ps( 拉 这 织 
光 数 ，-… 般 并 来 , 后 -… 织 消 数 巷 至 并 不 相互 正 交 , 也 不 构成 任 - - 算 
符 的 李 征 斋 数 组 ， 这 就 天 昌 了 这 梯 一 个 事实 ， 量 子 力 党 中 的 测量 
结果 是 无 法 重 现 和 的 ， 如 果 山 子 寻 于 到 9) 态 ， 那 么 ， 测 量 了 的 续 
朵 ,会 请 定 到 得 出 无 值 ， 担 半 测 甘 结 来 之 后 ， 恋 电子 就 处 干 不 问 
于 初 态 的 gst 四 态 , 一 般 讨 采 . 在 这 个 态 中 了 不 再 取 仔 何 定 依 ， 故 
在 第 一 次 测 朋 结束 之 后 , 对 该 电子 紧 接 著作 第 一 次 测 必 时 - 我 们 会 
得 到 不 同 于 第 一 次 测 得 的 了 人 慎 趾 ， 要 息 用 第 一 次 测量 的 已 知 结 平 
去 预 断 第 二 次 测量 的 结果 (总 即 算出 其 几率 ), 我 们 必须 许 先 知道 : 
于 第 一 次 珊 景 所 建立 的 亚 个 坟 的 泪 国 数 oo 人 9) ,以 及 在 第 二 次 测 扣 
中 繁 求 其 几率 的 那个 波 隔 数 证 ,( 拉 ， 这 总 是 说 ， 从 第 -次 测 重 结 
束 时 的 or 的 出 发 : 应 用 生子 力学 方程 求 出 ps(9, 1 波 隐 数 ; 著 么 ， 
在 主 果 划 进 行 第 二 次 名 量 时 蓝 得 第 和 个 结果 的 几 沐 可 以 用 积分 


[pg tx(g)dg 的 模 量 平方 给 出 之 . 


我 们 看 到 , 晤 也 力学 中 的 测 朋 让 程 具有 * 表 而 ” 栖 : 作对 下 了 的 
过 去 和 术 来 起 省 不 同和 的 作用 。 对 过 去 而 言 ， 即 对 前 次 测 星 中 所 于 
式 的 一 个 电子 态 而 言 , 通过 这 次 测 旺 , 可 以 “验证 ”由 该 态 所 预 断 的 


旨 。 基 二 钴 号 的 无 法 而 现 梓 问题 . 必 基 指 遇 一 全 重要 山 儿 一 测 刀 结果 可 以 证 现 
的 一 个 放 就 是 叫 款 在 是 吾 生 的 中 审问 55 册 对 一 个 于 隆 的 瑟 择 进行 琴 沁 名 车 下 会 
得 由 相 如 念 : 否则 将 意味 天 电子 其 有 无 电大 售 速 浴 ， 从 数学 上 上 诉 来 , 这 -一 点 与 下 列 才 
实 有 关 ， 巾 恒 予 和 代 凡 区 相左 作 咯 亡 种 算 适 刁 丰 奈 算 竺 让 对 如 ， 国 为 迹 种 相 瑟 作用 前 
(在 非 提 对 论 理 论 中 ] 各 为 坐标 的 卫 数 ， 

2 。 


从 种 可 能 结果 的 玫 率 ， 对 未 来 而 吉 ， 通 过 这 一 次 的 汕 量 后 葡 建 立 
了 一 个 新 的 电子 态 + 阁 可 现 和 44， 因此 ， 测 量 过 程 汪 身 的 这 个 持 
性 包 作 着 一 个 次 医 的 不 了 可逆 性 原理 . 

这 种 不 可 闭 性 上 县 有 重要 的 原则 意 疼 .我 们 将 在 以 后 看 到 (六 
3 18 末 段 )， 二 于 力学 基本 方程 本 千 圣 时间 的 灾 写 具有 对 称 性 ; 从 
这 一 方面 讲 来 ， 旺 子 力学 和 经 典 力 学 设 有 什 科 区别 . 但 是 测 显 过 
程 的 不 可 逆 性 , 使 得 时 间 的 西 个 指 罗 其 有 有 物理 上 的 不 等 价 性 , 也 就 
评 疯 , 佐 得 过 去 和 未 求 显现 差别 。 


ss 
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$8， 哈密 吴 算 符 


量子 力学 中 ， 物 理 系 统 的 志 完 全 出 波 国 数 洲 璇 定 ， 这 上 就 在 
说 ， 给 出 了 革 一 时 刻 的 婆 函 数 后 ， 不 但 该 孙 统 在 该 时 刻 的 所 有 性 
质 得 以 描述 ， 并且 能 确定 该 系统 在 今后 所 有 了 时 蓝 的 行为 (公然 ， 辽 
电能 确定 到 呈 子 力学 一 般 人 对 许 的 完 第 程度 为 止 )， 这 一 事实 的 数 


学 表述 为 ， 任 一 时 刻 波 函数 的 时 间 微 商 全 的 信 必 须 由 该 时 刘 的 
w 孜 数 的 值 所 确定 ， 根 据 到 加 原理 ,它们 之 阅 的 美 系 还 应 是 线性 
的 ,此 最 普遍 形式 为 
i = BY (8. 1) 
式 中 刁 是 某 个 线性 算 符 ;因子 该 的 引进 下 面 即将 说 明 ， 
出 于 积分 式 | 罗 YW*dg 是 一 个 和 村 间 光 大 的 常数 ,我们 有 
人 EAA [va |)" “Sdg -=0. 
把 (8. 1) 式 代 大 上 式 ， 并 对 第 一 个 积分 应 川 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 
有 ( 略 去 公 因子 i 向 
reg 一 | ¥*A Yag= 人 ‘lr ydgq— |Y* vag 


| 吧 (H*— Fwdg=0 


由 于 上 式 必 须 对 仔 意 的 炙 函数 成 立 ， 因 市 必须 有 等 式 了 7 一 二; 
殉 吾 是 一 个 厄 密 算 符 ， 我 们 米 求 算 符 六 所 对 应 的 物理 其， 为 此 . 
+» 3 » 


我 们 应 用 玻 嚼 数 的 缸 限 形式 46. 0), 让 把 它 写 上 成 

a _ i 58 

BE Raf! 
不 中 的 缓 变 振 邮 8 无 需 微 分 ， 符 紫 次 利 定义 (9.1) 并 比较， 可 基板 
限 情形 下 , 页 算 符 归 结 为 柔 各 因子 一 88/3{， 这 就 是 说 ， 一 35/3t 


是 捷 密 算 符 豆 所 对 应 的 物理 量 . 


我 和 们 渡 力 学 中 就 知 ， 委 眩 一 正好 起 是 一 个 力学 系统 的 只 


窗 顿 阴 数 吾 ， 故 算 符 且 是 明子 力学 中 对 应 二 哈密 顿 遇 数 的 算 符 ; 
称 为 哈密 顿 算 符 ， 或 者 简称 为 读 系 统 的 哈密 顿 量 .， 如 玉 哈 密 顿 车 
的 形式 为 已 知 , 方程 (3. 1) 就 确定 了 读物 天 系统 的 波纹 数 ， 这 个 量 
于 力学 中 的 在 本 方程 称 为 滤 动 方程 . 


$ 9， 算 符 对 时 间 的 微 商 

最 子 力学 中 物理 最 的 时 间 微 商 概 念 ， 不 能 按 经 典 力 学 的 方式 
加 以 定义 ， 因 为 经 典 力 学 的 微 商 定 多 中 考虑 了 一 个 攻 在 两 个 相信 
的 不 同时 刻 所 县 有 的 数 信 ， 但 在 量子 力学 中 ， 一 个 景 在 某 一 时 刻 
其 有 定 值 , 它 在 随后 各 时 刻 一 般 讲 米 此 不 具有 定 值 ; 这 一 点 已 经 在 
§ 1 中 详细 讨论 过 ， 

因 北 基 子 力学 中 的 时 闻 微 疝 棋 念 必 须 给 予 男 外 的 定 多 ， 我 们 
自然 地 把 物理 其 了 的 微 商 了 定 文 成 这 样 一 个 炎 ， 这 个 旺 的 平均 全 
生 工 平均 佳节 的 时 则 微 商 ， 蜡 定 交 为: 

一 子 (9. 11 

从 这 个 定义 出 恬 ， 不 缆 效 得 对 应 十 了 的 量子 力学 算 入 了 的 表 
式 ， 由 于 = |r*jwpay. 族 


j=f= 斩 | Er* fdg 一 | f ypgg 


a ppgo pr 2 
+| Pragt|¥ FS 





其中 的 于 是 对 算 符 子 进 4 + 时 间 仿 微 商 后 所 得 的 算 符 ， 因 为 了 可 能 
依赖 于 参量 志 把 信和 一 按 (8. ]) 的 表 式 代入 上 式 , 可 得 


f= [wayagt | ropar_ Egep omnes 
由 于 算 符 存 是 厄 密 的 , 因而 
[Brrr a | rv) Brag= [yAPag: 
因此 有 有 
j= |v: “(7 有 I Vag. 
另 - - 方 而 ， Way | *jyrdg, 覆 知 被 积 函 数 
帅 国 括 守 内 的 表 式 就 是 欲求 的 算 符 名: 


山 经 典 力 学 中 ,如 果 基 是 读 系 统 的 广义 红 标 gi 和 小 灾 动 里 i 调 峡 数 . 量子 的 


叶 问 侈 窗 区 澡 
t+) 
把 哈密 配方 程 二 3813pt 和 #D; 一 aH /9g, 代 大 下 丰 ,可 得 
Y= 人 +[ 帮 ,1 


此 中 的 


加 3f 3 _ 3) 3 
上 如, f1= 之 (a 3p, Bg; a0 7) 


称 为 / 和 睛 两 环 的 治 松 括号 (参考 第 一 并 ,< 力学 3 各 437。 此 志和 避 , 轨 式 比 弱 ， 我们 
关于: 当 算 罕 i (Ff- Fy; 寺 流 到 经 典 力 学 极限 精 形 时 第 一 级 近似 应当 车 干 零 ， 第 二 
级 近 和 人 相对 于 总 就 二 让 [再 , 让 ， 这 个 于 从 对 伍 音 两 个 晤 六 和 7 潮 来 都 呈正 议 的 ; 地 
算 符 if g 方 赵 向 于 经 典 极 限 其 下 [站 的， 而 [了 71 为 下 列 酒 挫 括 导 : 
-= 239 Bi 69 37 
0 =, By: Ap; gp, Ba ) 
我 们 总 可 以 把 半 形 上 成 地 和 牛 浴 芳 此 一 系统 的 哈密 虹 上 二 , 棋 所 这 个 玲 实 即 得 上 谍 . 
nm 3 后 
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要 注意 的 是 ， 如果 算 符 了 不 显 仿 时间， 那么 ,了 除开 一 个 常 因 
子 i 大 外 ,就 等 十 算 入 了 和 哈密 顿 明 的 对 昂 子 ， 
有 一 类 十 分 重要 的 物理 晤 ， 它 的 算 符 不 显 含 时 间 ， 且 和 哈密 
顿 景 相 对 易 ， 从 育 有 六 :0， 这 样 的 虽 称 为 守恒 置 ， 出 于 了 = 于 = 
0, 如 于 是 一 个 昭 数 ， 换 名 证 说， 该 革 的 平均 值 不 随时 间 变 化 .这 
里 我 们 还 可 断定 , 如 某所 给 态 中 的 了 有 具有 定 值 ( 即 波 函 数 为 算 答 了 
的 一 个 本 和 钙 落 数 ), 则 在 所 有 的 随后 时 刻 访 态 仍 其 (同一 ) 定 慎 . 


810. 定 赤 

封 闲 系统 (或 处 于 恒定 外 场 中 的 系统 ?种 哈密 顿 量 不 可 能 显 含 
时间。 这 是 网 为 对 送 样 的 系统 讲 来 ， 所 有 时 疝 都 是 等 价 的 ， 另 一 
方面 , 由 于 和 任 一 每 符 和 它 白 己 当然 是 对 易 的 , 我 们 就 得 到 这 样 一 个 
结论 , 对 不 在 可 变 外 场 中 的 一 个 系统 讲 来 , 它 的 哈密 顿 函数 是 一 个 
守 避 最 ， 大 家 知道 ， 守 伍 的 哈 察 蜂 函 数 称 为 能 量 ， 量 子 力 学 中 能 
县 守 位 律 的 意义 就 在 年, 如 果 所 给 态 的 能 时 共有 定 值 , 则 此 值 将 不 
随时 间 变 化 . 

能 量 为 室 适 的 赤 称 为 读 系 统 的 定 态 ， 播 述 定 坊 的 波 函 数 
是 哈密 顿 算 符 的 本 征 国 获 , 满足 方程 百 到 ,= 可 四。 其 中 的 情 , 为 能 
量 的 本 征 值 ， 对 阔 数 下。 讲 来 波动 方程 人 . 1) 成 为 





pas fy op 

让 < — BV, = EY,. 
此 式 可 对 时 间 真 挨 积 分 , 并 得 

Vee Ment, Cg), (10. 1) 
式 中 加 仅 为 坐标 的 函数 ， 上 式 确 定 了 定 态 波 隔 数 和 时 间 的 依 闲 


.3 


我 们 用 小写 的 妆 代 表 不 包含 时 间 因 子 的 定 态 波 落 数 .， 这 种 耳 
数 以 及 它 的 能 量 本 征 情 是 由 下 到 方程 确定 的 : 
Ry=Ey. (10. 2) 
能 量 为 虹 小 充 许 值 的 定 术 称 为 该 系统 的 基 杞 . 
任 一 外 函数 站 对 定 访 波 疼 数 稻 开 后 , 呈 以 下 的 形式 : 
T= Dae teaty, (gq), (10. 3) 


和 通常 一 样 , 展开 式 系 数 的 各 个 模 攻 平方 | 时 确定 了 该 系统 具有 
种 种 能 量 值 的 几率 . 

一 个 定 态 中 的 泽 标 几 素 分 布 由 模 景 平方 | | 二 1,1? 所 确 
定 ; 我 们 看 到 它 和 时 间 无 甘 ， 丫 理 可 和 扼 芷 一 物理 是 上 (长 算 符 不 显 
含 时 间 ) 在 定 态 中 的 平均 值 出 不 随时 间 变 化 : 


7 | ye fy dg =|wfpoeae 


前 面 已 经 诉 过 , 性 一 守恒 物理 和 菜 的 全 行 了 哈密 顿 最 相对 易 . 这 
就 尽 说 , 任 一 和 守 亿 物 至 景 可 以 和 能 量 同 时 测量 ， 

在 一 个 系统 的 各 种 和 不同 定 态 中 ， 有 有 些 定 态 可 能 共有 相同 的 能 
量 慎 (相同 的 能 级 })， 但 有 不 同 鬼 其 它 物 理 灌 值 。 被 几 个 不 同 的 定 
态 闭 对 应 的 那个 能 级 称 为 有 篇 并 的 能 级 ， 队 物理 .上 讲 来 ， 存 在 车 
简 玉 能 级 的 可 能 性 与 下 语 事 实 有 关 ， 即 能 争 本 身 一 般 讲 米 还 不 中 
雇 构 成 物理 量 的 一 个 完全 集合 ， 

如 果 有 两 个 穿 恒 的 物理 量 了 和 9， 它们 的 算 答 并 不 让 易 , 出 么 
读 系 统 的 庄 能 级 一 般 讲 来 是 简 并 的 ， 壁 如， 设 妆 为 某 一 定 坊 波 
国 数 ， 读 态 中 除 能 量 外 基 了 也 县 有 定 值 .我 们 很 易 断 定 限 数 4 
并 不 等 同 十 消 数 六 《党 因子 除外 } 否则 读 态 中 的 最 9 也 和 将 具有 
定 慎 ， 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 了 和 #5 不 能 同时 测量， 男 一 方 右 , 也 
数 j 间 区 是 哈密 顿 基 的 一 个 本 征 妆 数 ， 并 及 和 着 对 应 于 同一 能 星 

。35 。 


值 EE: 
BO = = ECO. 

由 此 可 见 , 这 个 时 候 有 不 止 一 个 本 征 隙 数 对 应 于 同一 能 量 值 有 ,也 
就 是 说 该 能 级 是 简 并 的 . 

属于 同一 简 并 能 级 的 各 种 不 同 波 函数 加 以 任意 的 线性 组 合 
后 , 显然 仍 为 该 能 级 的 一 个 本 征 国 数 ， 换 名 话说 , 一 个 简 并 能 级 的 
一 容 本 征 函 数 的 选择 方式 不 是 唯一 的 ， 任 意 选 出 的 属于 同一 简 并 
能 级 的 一 套 本 征 函 数 ， 一 般 讲 来 站 不 相互 正 交 ， 但 把 它们 加 以 适 
当 的 弘 性 组 合 后 ， 总 可 以 组 合成 为 --… 套 上 正 交 的 ( 且 为 妇 一 化 的 ) 本 
征 函 数 [ 并 且 存 在 着 无 限 多 种 组 台 方 法 , 因为 在 浆 不 函数 的 线性 变 
换 中 有 n? 个 狠 立 的 变换 系数 ， 而 个 函数 的 正 交 站 一 化 条 件 只 有 


C8 十 ]) 个 ; 也 就 是 小 于 R82 个 了] 


对 往 并 能 级 的 一 你 本 征 函 数 所 作 的 上 述 论断 ， 当 然 不 仅 对 能 
量 的 本 征 函 数 而 言 龙 芷 俩 的 ， 而 且 对 任 一 算 符 的 一 盔 相 征 函 数 而 
言 也 是正 确 的 ， 对 所 论 的 算 符 讲 来 ， 只 有 属于 不 同 本 征 值 的 那些 
本 征 曙 数 ， 才 是 自动 正 滨 的 ; 属于 同一 简 并 本 征 值 的 那些 本 征 闻 
数 ,一般 讲 来 并 不 相互 正 交 

如 果 系 统 的 哈密 顿 量 等 于 两 个 【或 更 多 个 ) 部 分 之 和 ，H~ 
育 ， 上 所 ,, 其 中 的 一 个 部 分 只 含 坐 标 组 gq1， 而 另 一 部 分 只 含 华 标 组 
qo, 那么 ， 算 符 贞 的 本 征 钼 效 就 能 写成 算 符 筷 , 和 算 符 如 :的 本 行 
菌 数 的 滋 积 ， 能 景 的 本 征 值 电 就 等 于 这 两 个 算 符 的 本 征 值 之 和 

能 量 的 林 征 值 详 既 可 以 大 分 立 谱 ， 也 可 以 是 违 续 谱 ， 分 立 谱 
中 的 定 态 总 是 对 应 于 该 系统 的 有 限 运 动 ， 也 就 是 对 应 于 这 样 种 
运动 ， 读 系统 以 及 它 的 企 一 部 分 都 不 会 抱 到 无 穷 远 处 ， 关 是 因为 
对 分 辫 谱 的 本 征 丽 数 讲 求 ，| | 次,*4g 对 皮 个 空 让 的 下 分 是 有 限 


二 和 村 


的 ， 这 当然 就 意味 着 , 模 其 平方 [到 |* 的 数值 很 快 地 衰减 ， 并 在 天 
穷 远 处 变 成 零 ， 换 句 话说 , 坐标 值 为 无穷 大 的 几率 等 于 零 ; 亦 即 该 
系统 在 作 有 限 运动 , 或 者 说 读 系 统 处 二 训 缚 态 中 . 

对 连续 谱 的 波 函 数 讲 来 , |] 到 122g 是 发 散 的 ， 此 时 波 函 数 的 
模 量 平方 | 更 下 并 不 直接 决定 各 种 坐标 值 的 几率 , 它 只 能 看 作 是 和 
这 种 久 率 成 正比 的 一 个 量 ， 积 分 {| 罗 1'dg 的 发 散 原 闪 总 是 由 于 


本 天 在 无 穷 还 处 不 等 于 才 (或 者 不 是 够 忧 地 下 于 雪 ) 所 引起 的 . 因 
焉 可 以 断定 ， 在 一 个 任意 太 而 有 限 的 封闭 站 外 的 空间 区 域 ， 积 分 


| 到 12ag 总 是 发 艇 的 ， 这 就 意味 着 处 于 该 坟 中 的 系统 或 其 某 一 
部 分 ) 位 于 无 穷 远 处 ， 对 于 一 个 由 连续 谱 的 各 种 定 态 波 函 数 玲 吉 
而 成 的 波 函 数 讲 来 ， 积 分 || 殉 1*d4 可 能 是 以 钙 的 ， 此 时 该 系 统 处 
于 一 个 有 限 的 空间 范围 内 ， 可 是 这 个 有 限 空间 范围 将 随 着 时 间 天 
限制 地 扩张 ， 终 于 使 该 系统 运动 到 无 穷 远 处 . 

这 一 点 可 以 根据 下 面 的 讨论 看 出 和 过 续 详 本 征 随 数 的 和 加 形 
式 为 

py =|are marys (OaB. 
玫 的 标量 平方 可 以 表 成 以 下 的 重 积分 形式 ; 
jy [= {esate ey (9) pE. (OAEdE’. 

这 个 式 子 如 果 对 集 一 时 间 间 隔 了 求 平均 值 ， 再 让 趋向 无 穷 ， 则 
拍 光 因子 et ma: 的 平均 值 趋 于 震 ， 从 和 而 整个 积分 趋 于 零 .这 
就 是 资 ， 该 系统 处 于 位 形 空间 任 一 指定 点 的 几率 ! 罗 人 的 时 间 平 


均值 趋 于 零 ， 但 是 这 种 结果 只 有 对 发 生 于 无 限 空间 中 的 适 动 才 有 
aa $F 





可 能 成 并 中 ， 可见 连续 详 中 的 定 坊 对 应 寺 系 统 的 无 限 返 动 ， 


§11, 咎 阵 
为 方便 计 , 我 们 假定 所 沽 直系 统 的 能 谱 为 分 站 谱 ; 下 而 发 得 的 
也 有 关系 式 , 都 可 以 直接 推广 到 连续 谐 的 情形 . 设 到 一 之 om 
为 任 一 波 函 数 对 定 坊 波 函 数 于 的 展开 式 ， 如 果 把 这 个 展开 式 代 
人 了 此 平均 什 定 光 (3. 8) 式 中 , 出 得 
1 一 之 之 qianfoo(1)。 C11. 1) 


其 中 的 天 A( 四 代表 下 列 积 
funlt) = [Wt fdg. (11. 2) 
当 关 和 和 采 取 所 有 可 能 的 各 种 数值 时 ， 这 一 组 量 记 (6 称 为 显 了 了 
的 -一 个 矩阵 史 ， 每 一 个 fs 让 则 称 为 由 % 态 跃迁 到 芭 态 的 矩阵 元 . 
矩阵 元 六 。( 六 的 时 间 依 赖 关系 是 由 (如 昌 筑 符 子 不 最 含 二 ) 波 
卫 数 更 , 的 时 间 依 赖 基 系 确定 的 ， 用 {10. 了 式 代 人 上 式 , 可 得 


太一 太 "nm,, 《11. 3》 
其 中 的 
Coan = (BB) /, (11. 4) 
各 办 RR 态 和 驶 赤 之 间 的 跃迁 频率 , 而 
fun 1pudg, (1.5) 


二 ”要 福 合 的 是 ,如 和 丰 开 是 由 盆 芷 谱 的 诈 图 数 登 茹 而 成 的 , 则 有 
[更 = 2 Darase in pp = 了 abs 的 1 
3 mm 味 
灾 副 几率 密 底 的 于 册 平 雹 秆 保持 有 限 . 
蕊 ” 物 班 虽 的 第 陈 宕 示 守 ， 厦 在 六 井 带 爱 规 汪 动 焉 程 以 前 出 深 森 伯 于 1925 竺 引 
进 的 ， 后 来 , M.， 玻 思 , W， 次 森 伯 和 了 于， 约 当 及 进一步 发 展 广 拭 阵 力学 ". 
ss 3 


这 … 组 量 构 成 了 的 不 依赖 于 时 间 的 和 矩阵， 在 明子 力学 中 经 党 
几 到 @. 

徽 商 子 的 算 阵 光 吉 从 了 拓 阵 元 的 时 间 徽 商 求 出 这 可 直接 从 
下 式 名 发 ; 


F=f tian fant). (11. 6) 
川 Q1 3) 式 , 可 得 了 的 念 阵 元 
fum( t) = opt (11. 7) 
或 得 不 含 时 间 { 上 式 下 过 消去 时 间 基 于 enw’ 后 ) 的 矩 峰 元 为 
(Ff) om 人 fm 一 { 7 让》 (Er Fm) fn, ‘11. 3) 


为 简化 蕊 中 的 符 学 起 由 ， 以 下 导出 的 康 丰 会 式 邵 呈 针 对 不 合 
时 间 的 矩 际 元 而 言 的 : 对 依 末 于 时 间 的 第 阵 讲 来 , 也 能 导出 同样 的 
式 子 ， 

沽 虞 到 顾 密 共 辊 千 符 的 定 多 后 ， 我 们 可 试 求 出 于 的 复 共 辊 盟 
产 的 矩阵 元 : 


Gum pifr pag {pif*padg = [nj* ytdg 


或 
Cf nm := Cfrn) *, (11. 9) 
通 营 我 们 只 需 沽 虚实 物理 生 , 因此 有 
fam = in (11. 10) 


fe 0 (fw) *]， 洲 足 上 此 条 件 的 矩阵 , 失 名 称 和 和 它 所 对 应 的 算 符 
2 二 六 的 矩阵 泡 称 为 对 角 矩 阵 元 ， 这 种 利 阵 元 和 时 间 无 其, 从 


由 于 及 一 屁 波 阴 数 中 有 一 个 不 前 定 的 周 相 坦 子 (: 岂 $27， 伟 隆 元 om 私 了 wa 
多 定 沽 机关 一 个 下 ms 形 臣 的 因子 为 下 ， 这 种 不 确 秆 性 同 术 下 会 影 唤 
到 任何 物理 站 毕 ， 

" 


(31. 30) 式 并 可 看 出 它们 都 是 实 量 ， 上 矩阵 元 fw 实际 上 就 是 量 了 在 
志 8 市 的 平均 值 . 
不 难 蒜 得 此 阵 的 “ 乘 话 规则 ?。 为 此 ， 我 们 首先 指出 下 列 公 式 
起 成 并 网: 
名 = Sfnntbm. (11. 11) 


这 个 式 子 不 过 是 冰 数 fy 对 函数 组 ,的 展开 式 , 其 中 的 系数 可 由 
普遍 公式 (3. 外 确定 ， 根 据 这 -一 公式 , 我 们 可 写 出 两 个 算 符 的 乘积! 
作用 在 男 数 ,上 所 得 的 结果 : 

fey, = (fy) = 人， une -= > inf ps 一 Denf ms ym, 


另 一 方面 我 们 应 该 有 
fips -一 >_ {nn mam. 


由 昆 得 出 结论 , 夷 彩 ! fg 的 矩阵 元 是 由 下 式 确定 的 : 
fg) mn = fm pn, (1], 12) 


这 个 乘法 法 则 和 数学 中 采用 的 乱 阵 乘法 法 则 完全 相向 ， 第 一 个 算 
阵 的 行 乘 以 第 二 个 矩阵 的 列 . 
给 出 矩阵 , 就 等 价 于 给 出 了 算 符 本 身 ， 特 别 是 , 如 果 和 矩阵 为 已 
知 , 则 原则 二 可 求 出 该 物理量 的 本 征 值 及 共 相 应 的 本 征 国 数 . 
现在 假定 所 考虑 的 所 有 各 其 都 在 其 -- 国 定时 刻 ， 我 们 把 任 一 
波 函 数 丈 (在 该 时 肇 ) 对 哈密 顿 筑 符 吾 的 本 征 国 数组 展开 ， 即 对 不 
含 村 间 的 定 态 波 郑 数 加。 展开 : 


= cn¥n, (1}. 13) 


式 中 前 em 代表 展开 系数 ， 把 上 式 代 人 确定 了 的 本 征 值 和 本 征 图 


。 40 。 


数 的 方程 式 亚 =f 中 ,我 们 有 
Cn (fom fo CmBmn. 


上 式 两 边 各 绞 如 后 三 对 dg 积分 . 式 左 的 每 一 个 积分 式 | tpnag 


La 


就 是 相应 的 姑 降 元 和 a。 式 右 的 所 有 m 二 n 的 积分 式 [y2md4 由 


于 函数 组 的 正 交 性 而 等 于 零 , 并 由 于 归 一 化 条 件 而 | $dg = 
19, 故 
DS frmncn= fe (11. 1) 


> (frm —f Onm) Cm = 一心， 


也 中 , 当 识 关 吕 了 时， =-0. mi 一 扩 时 -一 1 

我 人 就 得 到 了 一 组 齐 次 的 线性 代数 方程 式 { 以 em 为 未 知 数 )， 
天 家 都 知道 , 这 样 一 组 方程 式 , 只 有 妆 它 们 的 了 系 数 所 组 成 的 行列 式 
等 于 零 时 , 才 可 能 有 不 等 于 零 的 解 , 因此 上 式 有 解 的 条 件 为 

| fam— fon | =0, (11. 15) 

这 个 式 子 ( 以 了 为 未 知 数 ) 的 根 就 是 物理 量 了 的 各 种 可 能 慎 ， 当 了 
等 于 这 些 可 能 值 中 的 侍 意 一 个 数值 时 , 满足 (11. 14 式 的 一 故 cm 值 
就 确定 了 对 应 于 读 可 能 值 的 本 征 函 数 . 

如 果 在 物理 量 王 的 后 阵 元 定 艾 (11. 5) 式 中 , 令 四 为 子 的 本 征 
函数 , 则 按 方程 式 f= 所 br 可 得 
的 北欧 数 ( 其 变量 为 下 标 x、 册 能 及 本 征 什 的 编号 数 )， 佐 阵 jun 在 这 个 表象 中 起 项 算 
箱子 的 作用 ,. 它 作用 在 波 函 数 上 的 结 阳 秘 于 (11. 1 习 式 的 左 过 .家 式 六 一 efnmcm 
相当 于 一 个 是 以 其 算 符 此 状 起 让 卫 数 直 出 的 于 均 全 一 艇 公式 ， 

» A +* 


fen= [$f%ndg 一 有 | 天 woag 


根据 bn 鸭 数 组 的 正 交 归 一 化 条 件 ， 当 m4 生 n 时 得 出 六 一 0 一 
时 则 有 fam 二 fm, 因此 只 有 对 集 算 降 芝 半 不 等 于 零 ， 并且 分 别 千 二 
合 了 的 租 应 本 征 亿 。 只 有 对 角 答 阵 元 不 等 于 零 的 答 阵 称 为 对 角形 
式 的 年 阵 ， 特 别 是 在 Vs 函数 为 定 坊 波 洋 数 的 常用 表象 中 , 能 量 睹 
筑 就 成 为 一 个 对 角 第 阵 ( 同 样 , 几 是 在 定 态 中 具有 定 值 的 其 它 槐 理 
量 的 丝 阵 煌 是 对 角 上 矩阵)， 一 般 齐 来 , 用 算 符 # 的 本 征 函数 来 定 浆 
的 了 算 阵 ， 称 为 物理 量 了 存 & 的 对 集 表 象 中 的 矩阵 、 此 后 恕 无 特 
殊 声明 , 当 我 们 讲 到 一 个 物理 量 的 抢 阵 时 , 就 是 指 该 物理 量 在 常用 
形象 中 的 拭 阵 , 这 个 表象 中 的 郁 量 矩阵 是 一 全 对 角 和 矩阵. 前 桓 讲 过 
的 矩阵 元 的 时 间 关 款式 , 都 是 仅仅 针对 这 个 常用 表象 而 言 的 中 

# 助 字 算 竹 的 全 降 央 示 , 我 位 可 以 证 明 8 4 中 提 到 过 的 一 个 定 
理 : 如 时 有 两 个 算 符 相 年 对 易 ， 它 们 就 共有 ~… 整 套 共 辣 的 本 年 下 
数 ， 假 定子 和 上 六 是 这 样 的 两 个 算 特 ， 根 据 并 = 弛 和 (11，12) 式 
的 给 阵 潍 证 规 贴 , 可 得 


ys 一 0 
由 [9 


如 果 了 到 算 特 了 的 一 套 本 征 范 数 y, 来 计算 诸 智 阵 元 ， 网 mm 二 k 时 
fm 二 0, 砍 上 式 订 化 感 fm9mn 王 9mrfnn; 或 

gmn fn—fn) =0. 
如 聚 子 的 所 厅 本 征 值 $5 邦 不 一 祥 , 那么 , 只 要 im 球员 就 有 有 fn 一 站 二 
0, 人 大王 有 gas 0. 出 此 可 尼 9mr 的 优 了 细 出 旦 对 衣 的 ， 这 就 是 说 , 辐 
数组 y， 得 是 移 理 量 了 的 本 征 图 数组 ， 如 果 廊 这 组 本 征 值 中 有 些 
全 是 独 同 的 (也 读 是 存在 这 样 一 些 本 征 情 , 鞭 中 每 个 本 征 什 同时 与 


襄 根据 能 了 怕 绍 险 移 对 骨 桩 很 容易 着 虹 必 1 引起 训 是 算 符 公式 (9,2) 的 党 竹 


2 上 
二 2 


玫 个 不 同 的 本 往 晤 数 相 对 应 ), 下 末 ， 对 每 :组 辕 于 导 :相生 仿 的 
本 征 国 数 六 ;而 言 ， 所 对 应 的 gx 您 阵 元 一 般 不 千村 零 ， 但 是 . 涪 
郧 于 辐 -“ 本 征 值 的 那些 本 征 钠 数 将; 其 以 种 种 线性 组 合 后 , 它们 六 
热 仍 是 说 本 征 值 的 一 组 本 征 消 数 ; 从 中 我 们 总 是 丁 以 挑 出 这 样 一 
引线 性 给 合 , 便 得 所 对 应 的 各 个 韭 对 角 短 阵 元 gs 金融 等 十 知 . 利 
此 可 见 , 在 这 样 的 情 议 下 我 们 还 是 可 以 求 得 一 套 函 数 , 它们 部 起 f 
和 乡 的 共同 本 征 图 数 ， 
下 式 在 应 出 中 会 进 到 : 

(DH 20 = /31， 《11. 16) 
4 是 哈密 顿 最 总 〈 及 而 也 是 能 基本 征 值 万, ) 所 依赖 的 参 品 ， 证 曲 
好 下， 十 种 (1 一 可 ) 加 一 0 对 4 微 商 后 , 左 滋 以 如 ,得 


3 3 由 
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|- -BE,) Wr dg: | (F-Body*adg. 
HI 于 二 是 应 窗 的 , 上 小 得 零 ， 由 前 式 有 边 积 分 即 得 所 证 的 方程 . 
近来 交 责 中 , 常 肖 下 天 记号 [1 狐 早 克 引 进 ) 代表 和 给 陈 了 jm; 
<n|finmy>. (Cli. 17) 
蕊 可 看 件 是 由 了 及 初 坟 Im? 和 未 访 避 | 所 所 戌 ”这些 初 术 志 记 写 
站 流量 笋 的 表演 无 大 ). 我 们 也 可 用 迹 些 记号 表 出 波 消 数 的 展 
开 系 数 ; 如 果 有 - -组 完备 的 波 男 数 对 应 于 态 [rt》，1ns》,…， 则 起 
的 小 通 数 对 这 会 基数 展开 后 , 寺 展 了 系数 号 记 作 


Cl Te: ae Cll. 18) 


全 本 书 中 坦 变 记 革 部 昨 ， 当 岂 杯 谴 时 多 个 字 革 组 同时 ,出 民 41177 忒 竺 得 方 第 . 
a 吓 了 于 


$ 182， 上 拖 阵 的 变换 
一 个 给 定 的 物理 景 , 其 宕 阵 元 可 用 不 霹 的 波 函 数组 加 以 定义 
例如 , 它 可 以 是 各 种 物理 景 的 定 态 波 消 数组 , 也 可 以 是 周一 系统 在 
各 种 不 同 外 场 中 的 定 态 波 函数 组 ， 于 是 就 产生 了 把 一 个 表象 中 的 
算 阵 变换 到 另 一 表象 中 的 问题 
设 C9) 和 人 (人 一 二 2,…) 汶 两 容 完 备 的 正 交 函数 组 ， 彼 
吐 间 存在 着 以 下 的 线性 变换 关系 : 
P= Snapn (12. 1) 
这 不 过 是 六 对 完备 组 办 ,的 展开 式 ， 这 个 变换 关系 式 可 以 按 惯 例 
写成 下 列 算 符 虞 式 : 
的 0 一 局 区 {12. 2) 
算 符 六 必须 满足 一 定 的 条 件 , 使 得 函数 组 加 为 下 一 系 时 函数 
组 区 也 是 正 - : 系 . 《12. 2)? 代 六 已 列 正 记 归 一 化 条 件 忠 ， 
| mn 
然后 采用 转 置 算 符 的 定义 式 (3, 14) ,我们 有 
| Sp pag= [YS* Spdg 6m. 
如 果 上 式 对 所 有 的 名 和 % 都 成立, 我 们 必须 有 避 呈 -1 或 
SS (12. 3) 
节 其 逆 算 符 等 于 共 万 密 共 斩 算 符 ， 具 有 这 种 性 质 的 算 符 称 为 公正 
算 符 ， 由 于 这 一 性 质 , (12. 1) 的 道 变换 加 一 总 -1 的 为 
Pa SE. (12. 4) 
把 访 18==] 或 37-==1 写成 拭 阵 形式 ， 可 得 下 列 形式 的 么 目 
条 件 : 
= 可 


人 Sn 一 Cnns {12,5) 
1 


六 9 一 Go {12. 6) 


现在 来 考 谨 其 个 物理 量子 ， 我们 写 出 它 丰 “新 ”表象 中 的 扫 阵 
元 , 亦 即 相对 于 纺 ， 函 数组 的 此 阵 元 . 它 由 下 列 积 分 式 给 出 : 
| gurerag= [Sr GSw dg= [8%S*fSpuag 
= |#58-1Sy,dg. 
可 知 算 符 fF 在 新 表象 中 的 盾 阵 , 等 于 算 符 
F818 {12.7) 
仁 旧 表 保 中 的 人 年 阵 汪 . 
一 个 拭 阵 的 对 衣 元 迪 之 和 称 为 该 货 阵 税 述 , 记 作 tri 名 
trf = > frr (12. 8) 


首先 应 恋 广 总 ,两 个 筷 阵 的 乘积 的 迹 与 匀 积 的 沈 序 无 关 ; 
trifo) =—tr(gf} (12. 9) 
因为 按 和 矩阵 莱 法 规则 ;有 


tr (fg9) 一 D> fgin 一 > gin 了 一 tr(gf). 


加 如 果 { 访 六 = -- 语 8。 是 算 特 了 条 的 对 昂 规 则 .向 交 黎 (12.7; 得 {六 .97}= 
一 让 即 对 易 规 则 不 变 ， 在 8 3 的 附注 中 已 指出 ,$$ 是 经 卜 泊 松 括号 -了 , 9g- 的 量子 类 
比 。 但 在 经 丨 力学 路 ， 污 松 插 号 在 变 最 ( 广 先 举 标 神 让 多 动量 的 正则 变换 卡 保 持 趟 
而 ; 项 过 力学 3 45， 在 这 种 亿 关 证 ,我 们 可 了 亿 卉 , 量子 力学 中 的 实 正 变换 ， 起 闭 类 似 于 
经 典 态 尝 中 正则 挛 痪 的 作用 . 

加 隆 迹 的 德 交 为 Spur; 英 痰 为 Trace, 记 作 pf 或 trf， 当 国 , 陈 迹 邑 皮 当 ;的 
求 和 了 趟 斑竹 时 才能 有 证 交 。 

加 


问 理 易 证 ， 对 于 多 个 拒 叶 的 乘积 ， 其 迹 对 因子 的 销 环 置换 保持 不 
变 ; 例如 
tr (fgR) tr (hfg) = tghf). (12, 10) 
迹 有 一 个 重要 的 性 质 ， 就 是 它 并 不 依赖 于 定 交 和 岳 阵 元 时 所 远 
的 函数 组 , 因为 
(trf) = trits If =trtSS-1f) =trf. 《12, 11) 
一 个 么 正 变 换 , 使 酒 数组 的 借 景 平方 和 在 变换 后 保持 不 变 ; 由 
《12. 6) 我 们 得 


|= SpbiT p= > pwr6, 
一 之 ,| 多 | (12. 12) 


任 一 么 正 算 符 可 写成 
局 = ei (12. 13) 


了 


站 et -总 -1 
把 exp( 士 证 ) 直接 展 为 闫 的 等 级 数 , 不 难 验 证 下 式 碱 立 : 
F=f} + { 让 th (12,14) 
当真 正比 于 一 个 小 参量 时 ， 上 式 很 有 用 处 ， 此 时 (12. 14) 变 成 对 参 
量 的 第 级 数 展 开 式 .， 


§ 13. 算 和 罕 的 海 森 怕 表 蒙 
在 上 述 量 子 力学 的 数学 表述 中 ， 对 应 于 各 种 物理 量 的 算 符 是 
作用 在 坐标 洲 数 上 ,并且 一 般 地 不 剧 售 时间 物理量 平均 值 对 时 
闻 的 依赖 关系 , 仅仅 米 自 状态 波 函 数 对 时 间 的 依 事 关 系 , 其 公式 为 
到“ 人 Fe ag. (13. 1) 


但 在 量子 力学 的 处 理 中 ， 我 们 还 可 以 采用 另 一 种 有 所 下 阿 但 
下 等 价 的 方式 ， 基 把 涨 因 数 对 时 站 的 依赖 关系 全 部 转移 到 算 符 身 
上 上， 这 种 海 森 伯 表象 中 的 算 社 {不 同 于 前 述 薛 定 计 表 得 中 的 算 社 ) 
里 然 什 本 卷 中 并 不 采用 .但 为 了 相对 论 理 论 中 的 应 用 起 见 ， 在 这 
里 把 它 讲 一 下 . 

我 们 省 光 下 列 算 答 [ 它 是 各 下 的 ; 见 (12 313) 式 ]， 

$=exp( 到 !》 (13. 2) 


其 中 五 为 系统 的 哈密 顿 显 ， 根 据 定义 ， 这 个 算 符 的 本 征 蝴 数 诚 是 
算 符 且 的 本 征 函 数 , 也 就 是 定 坊 波 函数 .(9), 此 时 
Sy (gq) 一 e "yg, Cg). (13. 3) 
根据 上 式 , 任意 波 函数 下 对 定 态 波 畏 数 的 展开 式 (10. 3) 可 以 
写成 下 列 算 符 形式 : 
yg,t) = SV 0,0). (18. 4) 
这 就 是 说 , 算 符 S 的 作用 , 是 把 某 一 起 碎 时 肇 的 波 函 数 变 成 任 一 时 
刻 的 波 国 数 ， 
按 (12.7) 式 ,定义 下 列 依 闵 于 时 条 的 算 符 ; 
fF =A18, (13, 5) 
则 有 
开间 = 分" 0) fC C0, Oag. (13. 6) 
这 就 是 时 间 依 赖 性 完全 转移 到 算 符 以 后 的 了 平均 值 公 式 (3. 8) [我 
们 对 算 符 的 定义 基 十 (3. 8) 式 ]. 
显然 , (13. 5) 式 的 算 符 对 定 态 小国 数 而 言 的 矩阵 元 , 就 是 (11. 
3) 式 所 定义 的 依赖 于 时 间 的 fmt 了) 算 降 元 . 
最 后 , (13. 5) 式 村 时 间 永 微 商 ( 假 定 算 符 了 以 及 六 本 身 都 不 含 
), 可 得 下 列 方程 : 


好 : i 2 , 
ri t= HD AADH). (13.7) 


此 式 和 (9.2) 态 类 伺 ， 但 上 县 有 不 同 的 含义 : (9. 2) 式 是 与 物理 量 f 
对 应 的 算 符 的 定 羡 ， 放 (13, 让 式 左 边 是 物理 量 了 本身 的 算 符 对 
时 间 的 徽 商 . 


$14 密度 矩 陈 

在 $1 未 锻 指出 的 含义 下 ， 用 一 个 波 函 数 来 对 一 个 系统 进行 
的 揽 述 , 是 量子 力学 中 可 能 做 到 的 最 完全 的 描述 

不 允许 进行 完全 描 违 的 态 是 有 的 ， 如 果 我 们 所 汰 虑 的 系统 只 
是 一 个 大 的 封闭 系统 的 - -部 分 ， 我 们 假定 整个 封 六 系 统 处 于 由 波 
函数 下 (9, o) 所 揪 述 的 其 个 态 中 , 其 中 的 z 是 我 们 所 考虑 的 那个 子 
系统 的 她 标 组 ， 9 是 该 封闭 系统 的 其 余华 标 组 ， 这 个 波 函 数 -- 般 
讲求 不 能 分 解 成 - -个 = 函数 和 一 -个 & 列 数 的 乘积 因此 所 葵 谨 
的 子 系统 本 身 并 不 具备 角 己 的 波 函 数 

设 了 为 访 子 系统 的 业 个 物理 量 ， 它 的 算 符 只 作用 在 绝 标 组 5 
上 ,不 作用 在 9 上 ， 这 个 绒 在 要 (g, x) 态 中 的 平均 信 为 


7- ||¥* ca, 0) fy tg, wag (14. 1) 
引进 pfz ze) 随 数 , 芯 定 中 为 
Pr’', 2) =|z*G@ Vg, rdg. C14. 2) 


起 中 内 对 坐标 组 进行 积分 ; 这 个 p 时 数 称 为 子 系 统 的 密度 和 矩阵. 

根据 (4. 2) 式 的 定 浆 ,这 个 函数 显然 是 “应 密 ” 的 , 即 
车 成 这 样 的 扫 山 , 建 评 于 (tg, 名) 志 的 那些 测 镀 

但 必须 人 通 聋 洒 区 系 线 和 昌 系统 分 放 必 出 完全 悄 退 。 琵 办 ， 为 玉 伍 十 ig 在 随后 时 蓝 

们 人 入 鱼 续 保 持 底 名 本 下 形式， 封 用 又 雹 的 计 两 部 分 六 必须 统 有 家 下 人 必 用 5 见 重 2。 这 

些 荣 干部 在 一 个 也 证 有 假定 ， 

和 要 各 





Pr) = pe , FY. (14, 3) 
这 个 密度 征 阵 的 "对 角 元 环 ” 为 
P (FE. RY (Il¥ Cg.2) dg, 
了 成 确定 了 他 系统 仅 标 丝 的 几率 分 布 , 
应 用 密 庭 知 胁 ,平均 值 了 可 以 写成 以 下 的 形式 : 


p= | cf Ce’, 2) Jareas, (14. 4) 


甚 中 的 了 只 作用 在 p (x',x) 区 数 中 的 xz 变量 上 ; 算出 其 作用 结果 
后 ,再 令 wwr=w， 册 此 可 见 ,知道 了 密度 短 阵 后 . 就 可 以 算出 措 述 z 
系 续 的 仔 一 物理 量 的 于 鸭 伞 ， 根 据 这 一 点 , 我们 还 可 以 通过 p (zx '， 
zx) 算出 读 系 统 中 的 物理 晤 采取 各 种 可 能 值 的 有 几率， 因此， 对 一 个 
不 具备 波 函 数 的 系统 讲 来 , 它 的 状态 可 以 道 过 帘 度 算 阵 拱 述 之 . 这 
个 密度 全 阵 不 包含 不 属 竹 该 系统 的 8 坐标 组 , 当然 , 它 实质 上 还 是 
依 来 于 效 个 对 闭 系统 所 处 的 坟 ， 

用 帘 度 掉 阵 进行 的 描述 , 起 一 种 壤 普 温 形 式 的 景 对 力学 撕 述 . 
而 波 国 数 的 描述 孙 过 是 这 利 营 这 摘 述 的 一 种 特殊 情形 ， 也 就 是 相 
当 于 密谋 千 阵 具有 p(w 0) 二 玉 * (2 大 (z 形式 时 的 梢 彩 ， 兴 种 
竹 环 情形 与 普 这 情形 之 何 存 在 着 以 下 的 重要 妆 别 中 对 具备 流 二 
数 的 一 个 杰 讲 来 , 它 总 是 存在 着 某 种 完全 的 测量 过 程 . 可 以 在 读 志 
中 测 得 肯定 的 结果 (从 数学 上 讲 米 , 这 意味 着 罗 总 是 某 种 算 符 的 一 
个 本 征 函 数 )， 另 一 方面 , 对 只 有 有 密度 矩阵 的 那 种 术 讲 来 ， 就 不 在 
在 测 景 结果 可 以 唯 - 增 断 定 的 完全 出 景 , 

外相 假定 所 考虑 的 系统 是 封闭 的 , 或 看 某 一 时 刻 成 为 封闭 的 ， 
邢 未 ,我们 可 以 导出 密 庶 箱 阵 的 一 个 时 间 变 化 式 , 它 类 似 于 严 限 数 


呈 可 以 用 一个 波 隙 数 括 述 的 态 有 时 全 为 * 纯 坊 ", 雇 全 区 六 于 只 能 用 密 庶 富 件 描 
述 的 态 , 这 种 志 称 为 " 洪 侣 访 ”， 
* + 


所 薄 是 的 波动 方 种 忒 ， 我 们 注意 到 ,pe oz 丘 所 应 靖 足 的 邢 个 线 

性 答 分 方程 式 , 在 特 天 情形 下 , 当 > 系统 具有 波 请 数 时 , 即 当 
plr,r ,t= rt (r,t) 

也 守 该 成 章 , 考 虚 这 一 点 后 ,就 可 以 使 推导 过 程 简化 ， 上 式 对 时 间 

求 微 商 并 应 用 波动 方程 (8. 1), 可 各 


2 :) 


i hy *(g', t) DF (2 1) h(a 0) 


= tr A Bwv Cx, £) — YX, ide 人 ， 
式 中 的 起 是 子 系 统 的 哈密 转 最 ， 呈 作用 在 和 的 的 数 上 .六 昂 同 一 
算 符 . 只 作用 在 2 的 函数 上 ， 式 中 的 更 *(, 上 和 加 (z, 习 函数 显然 
能 分 别称 到 玉 和 六 算 符 的 后 面 , 从 而 得 出 欲求 的 方程 式 : 

ihan (rw, te, ot = (By pr r,t {14. 5) 

假定 于 (x, #) 曰 子 系 统 的 定 坊 波 苞 数组， 也 就 是 子 系统 哈 

全 其 的 术 征 曾 儿 组 我 们 把 密 诺 名 际 对 这 组 抽 表 展开 ， 这 个 展开 
式 是 更 ,oz, 利和 到 2 和 两 函数 的 一 个 双重 级 数 , 它 的 形式 是 


Plz, gf ， £) D> nm 《2 ， DE, (CY, t) 
= Sop pn a) eV En em, (14. 6) 


对 窜 诬 给 阵 齐 来 ,这 个 式 子 的 作 月 .相当 于 波 阔 数 的 屡 陡 式 (10. 3). 
原来 风 单 组 系数 现在 被 双 组 系数 wr 所 代 灯 ，& 系数 和 它 的 
密度 祭 隆 一 样 显然 是“ 地 密 ” 的 : 

Gm 一 rn, 《14. 7) 
把 C4. 合式 代 人 (14. 4) 式 . 居于 的 平 殊 值 就 可 以 表 成 


=- 二 Zoo|pite9D 知 lo Daz 


= SO * 


f= > > dunf nmt tt) 一 > Gage ha Bont 人 工 ， 8) 
nh 吏 bn Tr 


忒 中 的 fw 总 是 物理 量 了 的 征 阵 巍 ， 这 个 式 子 和 Qi1.1) 成 相关 
个 

dwr 这 组 其 此 须 湛 足 菏 些 不 车 式 ， 密度 拒 阵 的 “对 角 匹 率 ” 
P 人 22) 殉 定 上 坐标 组 的 几率 分 布 , 显 然 必 须 是 .- 些 正明 .下 按 亿 二 6 
式 { 令 其 中 全 一 2 由 系数 en 所 组 成 的 下 列 二 这 弄 

的 

{其 中 的 6; 是 一 些 任 意 复 其 ?必须 为 正午， 根据 二 次 型 的 理论 可 
以 知道 , 此 时 系数 gmx 就 必须 计 吓 某 些 条 件 ， 倒 如, 所 有 的 “对 角 ” 


nD, (14. 3) 
[下 Ga em 和 en 任意 二 量 必 须 沿 时 以 下 的 不 千 式 : 
tnnOnm 2 | Gma | 14. 10) 


“ 纯 态 ?情形 下 , 密 考 年 阵 变 碟 两 个 函数 的 乘积 , 相应 的 cns 和 乒 
阵 引 然 旦 下列 形式 : 
tn 一 Gm C14,11) 
现在 来 指出 一 个 简单 的 判 据 ， 使 我 们 能 竞 根据 oms 矩 上 蝗 求 判断 所 
考虑 的 态 究 竟 星 * 纯 态 ? 还 是 "混合 " 态 ， 在 纯 坊 下 , 我 们 有 
{a7) ms = DAmefin 


一 -- 叶 - 十 
= 
[9 


一 CC > | Hk | 3 
是 


全 amn 给 成 能 最 家 所 中 间 窗 诬 短 阵 , 冉 此 枪 隆 朱 述 私 统 的 坊 是 由 小 印 六 各 下， 
布 洪 赫 上 1327 年 各 口 独 立地 所 击 的 ， 
sn S31 * 


一: Fn 
fn = 人 ra (14, 12) 
也 是 是 说 此 和 时 的 党 度 和 村 陈 等 于 它 口 委 人 丹 和 平方. 


$15. 动 入 

我 们 炉 考 上 庶 … 个 不 三 外场 吊 的 多 粒子 圭 轩 系统 ， 思 于 罕 间 的 
所 有 位置 对 作为 “个 整体 的 这 个 多 统 册 天 户 芋 主人 的 ， 蜡 哮 才 以 
周 定 , 当 束 个 系统 平移 在 一 此 网 后 , 该 系统 的 哈密 顿 量 仍 将 保持 不 
蛮 . 只 要 对 任 一 大限 小 位 移 讲 来 这 个 条 位 能 够 得 到 满 趾 三 使 上， 

中 冤 为 57 的 一 个 无 限 小 下 移 , 相当 于 这 样 一 种 变换 ,这 所 
有 粒子 的 答 矢 星 reGe 为 粒子 的 编号 部 蒜 得 同一 增 谋 全， 由 
re 一 fo- Of， 在 这 种 灾 换 下 ， 和 粒子 坐标 的 任意 霄 数 六 (Cri, rz "三 
守成 下 列 虹 数 ; 

pr -Gy rar, 0) pr Fa 1) Tr Va = 


(+ 人 Yo (ru ra *°) 


《对 于 rs 的 微分 算 符 Vs 代表 一 个 "天 量 ”， 它 的 分 星 为 突 笠 9 dr, 
39/9ya, 39192s)， 括 蕊 中 的 表 式 
1+6r. >_ Va, 


是 无 限 小 位 称 算 符 , 它 可 使 蝎 (ru rz …) 国 数 变 成 于 列 因数 : 
Br, rot Or, ***). 
所 谓 * 使 哈密 顿 量 保持 不 变 " 的 变换 , 它 的 含义 是 ， 如 果 对 五 易 
国 数 施 行 这 种 恋 换 , 其 结果 等 上 先 对 外 范 数 施行 这 种 灾 换 后 , 地 把 
算 符 及 作用 在 变换 以 后 的 上 请 数 上 ， 队 数学 上 讲 米 . 这 可 以 表 威 
以 下 的 形 武 ， 令 0 代 表 * 产 全” 二 述 变 换 的 算 符 ， 则 有 0CHY)= 
* 


一 如 (0O#), 获 
OF— fo0=0, 

即 了 哈密 顿 代 必须 种 算 符 0 对 易 . 

在 我 们 所 改 虚 的 情 展 下 ，O 算 符 就 是 上 耐 提 到 的 无 限 小 位 移 
算 符 ， 册 于 单位 筑 符 (这 个 筑 符 的 作用 相当 于 乘 以 1) 当然 和 任 一 
算 符 对 易 ,， 间 寺 常 因子 于 可 以 移 到 于 的 前 耐 去， 条 件 忆 7 
-及 0 -0 现任 可 化 成 

(E74 (Fr) 0 

我 们 已 经 知道 , 和 天 对 易 的 算 符 (不 显 含 时 间 ) 它 所 对 应 的 物 
理 量 是 - -个 字 伍 量 ，- -个 直 闭 系统 由 十 空间 均 名 性 而 导致 的 守恒 
挟 就 是 该 系统 的 动量 ( 见 < 力 学 ?8 7) .因此 (15.1) 式 形 达 了 量子 力 
学 由 的 动 县 守 己 律 ; 22V。 算 符 除 开 一 个 常 因 于 外 应 该 对 应 十 该 


系统 的 品 动车 , 每 一 个 We 则 对 应 于 单 粒子 的 动 旺 ， 
加 算 符 和 单 粒 子 的 动 其 算 符 P 之 间 的 比例 系数 ， 可 以 用 过 滤 
到 经 典 轧 学 极限 情形 的 方法 确定 之 ; 它 等 于 一 绷 : 
p= iY 15. 2) 
其 分 量 式 是 
DB, = — i a, by 一 i dy, b, = — iha/ ds 
应 用 滤 消 数 的 极限 表 式 6. 1), 我 们 有 
BP ETS=Vv 
亦 即 算 符 全 的 作用 在 经 典 近 似 中 还 原 成 为 习 以 WS， 作 凡 晤 的 梯 
庶 就 是 粒 闻 的 经 盟 动 量 PC 网 《力学 > 13). 
容易 江 明 (15,2) 的 算 符 确 是 厄 密 的 , 设 交 (xz) 和 gg(z) 业 网 个 村 
总 函数 , 他 们 在 无 穷 迁 处 类 于 才 , 则 有 
[6.8as = 一 让 | 3 -= 法 | 护 2 zzY 一 JB 


时 写生 


这 就 是 算 符 的 厄 窗 条 件 . 
对 任 一 函数 的 两 个 不 同 变量 进行 徽 商 ， 其 结果 和 微 训 的 先后 
次 序 无 关 , 由 此 可 知 , 动量 的 三 个 分 量 的 算 符 是 相互 对 易 的 : 
PP,— B,D, =0, BP,— PP =0, bE, BB,=0. (15.3) 
这 总 味 着 单 粒子 的 三 个 动 曼 分 晤 可 以 同时 具有 定 值 
我 们 来 求 动 最 算 符 的 本 征 值 和 本 征 函 数 ， 它 们 号 由 下 列 矢 量 
方程 确定 的 : 
一 ?寺中 二 pp， (15. 4} 
解 的 形式 为 
$= Ce {15, 5) 
其 中 C 是 一 个 常数 ， 我 们 看 到 , 如 果 同 时 给 出 了 动量 的 三 个 分 量 
柱子 的 波 两 数 就 完全 确定 ， 换 铅 话 说 , pr, pr, ps 诸 量 组 成 前 粒子 物 
理 量 的 一 个 可 能 的 完全 集合 ， 它 们 的 本 征 值 构成 从 一 co 到 十 cc 的 
连续 诺 . 
根据 连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 法 则 (5. | 82,geay 对 整个 空 
间 (&F 一 dxrdydz) 积 分 应 该 等 于 6Cp'-p) 函数 .但 是 . 根据 以 后 序 
用 中 即将 明白 的 理由 ， 最 好 把 六 子 动量 的 木 征 函 数 归 一 化 成 动量 
差 除 以 2z 志 的 5 殉 数 : 


+ ,TITr_ifp Pp 
[wevear =6( 2 ) 
或 等 价 干 
(2.podr ~ (2xh) GCp’ —p), (15. 6) 
因为 三 维 上 落 数 的 三 个 因子 中 ， 每 个 因子 为 65 (8 一声) /24 箱 
个 尔 最 3 的 三 维 站 09) 函数 , 定 蔷 为 它 的 分 县 六 数 之 和 , 好 12) =figriSioy) 


[6 
本 号 辽 站 


=27R60p’ ,— Pp,), 人 
和 用 公式 
| enidé -6fo 《15.71 
Ti 


来 程 分 对， 出 此 可 证 如 按 015. 合 归 一 化 ， 油 015. 9) 中 的 第 数 忆 


pe ei hip (Cla. 2) 
柱子 的 任意 波 东 元 当 (r) 对 此 动 信 算 符 的 本 征 敬 数组 训 代 
开 , 其 展 式 简单 地 个 于 全 at 


Pr) | ep vs (ry = |apye pr dD. (15.9) 


志 -7 (DT 
( 共 中 q3p 一 dpapydps)， 接 (5.3) 式 , 展开 系数 4{B) 为 


up) -je Wir) a = {vr) er (C13, 10) 


两 数 a0p) 可 看 作 * 动 量 表 过 "由 的 蓉 子 小明 上 数 5 风 六 5); 

ap) dip/(2z 和 ?是 动量 值 在 中 2 学 国内 的 几 学， 

正如 在 坐标 下 象 中 求 出 动 盟 算 符 名 的 本 征明 数 -- 皇 ,我 们 孔 
可 在 动量 表象 中 中 太 粒子 的 储 标 算 符 工 ， 它 用 须 这 样 定 艾 ， 证 得 
誉 标 平 均值 对 下 列 形式 : 


r-|s (Pp)fa(p) 一 一 全 一 2 2 {13, 11) 


一 方面 , 这 个 平均 值 可 通过 波 孙 数 交 他) 由 下 式 求 出 ; 
F 一 ercyer 


这 时 点 的 习惯 合 关 是 ， 成 四 的 轨 数 具有 15- 外 式 的 旧 且 歼 和 性质 ， 把 L115.71 开 起 
的 fr 一 a; 国 斤 代 人 45- 申 , 由 积 玖 车 的 位 里 叶 积 八 世 
fa 下 Viren te dod 2 
入 采用 这 种 归 一 -化 旱 ,注意 有 几 理惠 度 ] 人 1- 1. 则 晤 数 归 化 到 二 章 信 仁太 : 
一 个 粒子 *"。 这 种 周 - -化 的 “和 煞 性 并 不 丰 丘 热 的 , 已 辣 48 的 上 总归 个 内 注 . 


和 


把 (15. 9 让 的 利和 代入 ,我们 得 (用 分 部 积分 法 ) 
riir) = {97 [ratpye Hp ra 
-2h) ike eToatp) :3p]dsp 


用 上 式 及 (15. 10), 得 





EF— (2x)-? | raatpyy3pjeivtnrgspegT 
=| zzo*(p)EeaCp)， opj 一 < 
与 (]5.110) 比 较 ,可知 动 量 表 和 银 中 的 径 矢 算 社 为 
这 hp (15. 12) 


在 动 明 表象 中 的 动 器 算 答 划 简 单 地 变 成 了 科 积 因 站 p. 
芯 后 ; 我 们 试用 名 表 出 空间 平移 间 浊 a 为 有 限 估 (不光 是 无 限 
小 ) 的 算 符 人 学， 根据 这 个 算 符 的 定义 ,我 们 有 
FT pr) = pri a) 
把 mc 1a) 函数 展 成 泰 朝 级 数 , 我 们 有 
pr Ha) -Yr) adpry /dr t+, 
或 者 ,引入 算 符 全 = 一刻 VY， 


(ral + a 各 -| > (8 a$) 十 (r) 
丘 导 内 的 志 式 即 算 符 





fF 一 ei/kien (15., 13) 


这 就 是 欲求 的 有 限 大 位 移 算 符 . 


8$ 16。 测 不 淮 关系 式 


我 们 来 排 导 动 世 并 符 和 从 标 萤 笠 之 加 的 对 艺 法 则 ， 我 们 知 
道 . 对 x ，y，z 中 的 低 : -个 变 最 求 微 商 册 滋 上 其 中 的 及 一 个 变量 


了 


后 , 所 得 的 结果 和 这 两 种 运算 的 先后 光 序 无 关 , 因此 有 
By- yp 0, 六 一 2 =0, {16. 1) 
对 五 到。 讲 来 也 有 类 己 的 式 子 ， 
推导 名 ,和 zz 的 对 易 法 由 时 我 们 有 : 
(Br) y= 一流 ihzS 和 一 一 请 和 


可 见 (多 sx 一 zB;) 算 符 的 作用 结 朵 等 于 乘 以 一 滞 ; 这 一 点 ,对 高 和 
zy 以 及 六, 和 zz 的 对 易 法 则 齐 来 ,当然 也 是 正确 的 ， 国 此 有 1 
Dx- XP, = 一 站 让 ， Py— yhs= 一 避让， Ps— sD, 一 i 诬 ， 
C116, 2) 
《16. 1) 利 (16. 2) 诸 起 可 以 并 写成 以 下 形 尺 : 
Bre— rd oii (tk=r, y, 2). (16, 3) 
在 洽 守 这 些 基 系 式 的 物理 意 疼 及 其 后 朱 之 障 ， 我 们 先 米 推导 
其 个 以 后 有 用 的 式 子 ， 令 了 避 ) 为 林 一 上 华 标 请 数 ， 岂 于 
BF— FB P= — VP I Cv 
所 以 有 
Bfr) —fa)DB —ifvt. C16. 41) 
动量 算 符 的 汞 数 六 名 与 之 问 , 也 有 类 似 的 对 易 甘 系 式 : 


FDr—rf(BY- 一 访 洁 《16. 5) 





这 个 式 子 的 推导 方法 和 (16. 巷 式 相同 ， 式 中 的 坐标 算 符 可 以 采用 
(15. 12) 式 , 然后 人 PP 表象 中 进行 计算 邮 得 . 

《16. 1) 和 06. 2) 式 形 研 ， 一 个 浆 了 溢 基 一 ' 轩 的 坐标 分 起 可 以 
和 镁 共 它 映 辅 的 动量 分 量 亲 时 县 有 定 值 ;可 是 , 说 同 : 币 的 坐标 分 
量 和 动 其 分量 却 不 可能 同时 存 夺 .特别 足 , 粒 于 不 可 能 处 于 空间 某 
一 同 定 点 而 区 | 辣 时 其 有 确定 的 动 灵 了 





人 1925 年 涤 肉 习 发 现 了 i16.21 式 的 二 阵 表 式 , 成 光量 了 于 省 学 的 一 个 起 点 . 
ss 和 


谤 有 一 个 粒子 处 于 茶 “有 限 空间 区 域内 ， 这 个 空间 区 域 汪 三 
个 些 标 贺 方 问 的 尺度 ( 它 的 数量 级 ) 分 只 为 AX，Ag， 大 25， 再 令 po 
将 读 粒 子 节 动 开 下 均 情 ， 从 数学 上 讲 来 ， 这 意味 着 波 歇 数 具 有 
六 一 ear 的 形状 ， 共 中 的 (rr) 函数 只 有 在 上述 空 间 区 域内 
二 攻 理 地 不 等 于 零 ， 我 们 把 这 个 痕 咀 数 对 动量 算 符 的 本 征 录 数组 
展开 ( 即 展 为 傅 里 睹 积 分 ?， 有 展开 式 系 数 e(p) 是 由 (15. 10) 式 确定 
的 , 该 式 中 的 被 积 图 数 呈 rye Wweonwr 的 形式 ， 为 了 使 这 个 积 
分 用 著 地 不 等 于 零 ， 振荡 因子 ev ?mr 的 周期 必须 不 小 干 A7， 
Ay, 总 2， 即 不 小 于 (fr) 敬 数 不 等 于 走 的 空间 区 堪 移 尺度， 这 就 是 
说. 只 有 有 当 p 位 注 昌 tI 湛 ) (pos 一 PA 和 E1 诸 式 上 ，59(p) 才 显 芝 地 
相等 上 竹 。 肌 于 Ja(p)1 决定 动 昌 值 的 几率 ，atp) 不 等 干 零 的 各 
种 pp Ps: 值 ， 正 好 就 足 访 态 中 所 能 找到 的 粒子 动量 的 各 种 分 量 
值 ， 我 们 用 Ap:，APy, Aps 代表 a{P) 不 等 于 零 时 Pr pr Pr 所 具有 有 
的 值 城 , 因此 有 

入 DT (16. 6) 

这 些 式 子 叫做 测 不 淮 美 系 式 ,人 它 是 海 森 们 十 1927 征求 得 的 . 

我 们 看 到 , 粒子 坐标 知道 得 剑 精 确 ( 辑 Az 盒 小 )， 东 同 一 轴 的 
动量 分 量 的 测 不 堆 量 Ap; 就 愈 玉 ， 反 之 亦 然 ， 特 别 是 当 和 粒子 处 村 
字 亲 的 某 一 国定 态 Ax Ay=Az 三 中 时 , 则 Ap =Apy- Aps = co. 
这 意味 着 比 时 所 有 各 种 动量 慎 机 会 均等 ， 反 之 ， 如 果 粒 村 由 有 完 
全 确定 的 动 莉 p, 则 该 粒子 的 位 置 在 整个 室 间 内 机 会 向 等 [这 一 点 
可 以 成 (15. 8 式 : 的 证 国 多 直 接 看 出 来 ， 这 个 滤 国 数 的 模 鲁 平方 与 
坐标 变量 完全 无 关 ]. 

如 果 弄 称 准 但 差 来 去 明 维 称 和 动量 的 测 布 雁 量 

Sr- [rR] ps=v Lp Bj] 

则 可 位 邯 尖 出 它们 的 乘积 的 最 小 可 能 值 (H. WeyD， 我 们 来 考 虚 
一 维 波 世 , 它 的 斌 国 数 贡 ( 罗 只 依 融 于 一 信 华 标 , 并 为 简单 计 , 假定 
4 


该 访 中 的 和 Ps 的 平均 售 地 等于零， 考 虚 下列 明显 成 立 的 不 这 
式 ; 
| | 必 宫 的 二 Li | dr>0 
上 鞭 中 必 吓 一 个 任意 的 实 币 数 . 有 上 述 积 分 时 , 注意 到 
Ed Bld CHOr) 2, 
: 第 和 | 之 
| 县 上 ae: [+ a = -一 | | 


dy* a¥ 人 2 
| d= | Sie Pi ydr = (ps)’. 


我 们 得 





e672)— ad 6p) >0. 


如 这 个 & 的 三 项 二 次 式 划 所 有 的 < 值 而 言 都 是 正 的 ， 则 和 的 判别 
趟 必须 为 负 , 从 而 给 出 下 列 不 等 式 ; 


6r6ps > {10,77 


乘积 的 最 小 可 能 值 为 3 此 时 波 包 的 波 了 两 数 呈 下 列 形 式 : 


1 省 
?一 JAD exp( 放 Poz 7) (16. 8) 
其 由 和 和 6 都 是 当 数 ,这 个 态 中 的 华 标 几率 位 为 
2 -~ Re 
1 一 ex 人 5 
这 是 对 称 了 原点 (平均 值 z- 0) 的 高 斯 分 布 ， 标准 偏 莽 为 SY， 动量 
表象 中 的 波 随 数 是 
GP) =~ 7 | Bre Pd 


算出 上 式 积 分 , 得 到 





s + 





QF) 一 浓 娄 < ep| ~ | 


动 星 的 几率 分 布 |z(po |? 也 是 一 个 对 称 十 禾 均 信 琴 =po 的 高 斯 
分 布 , 标准 偏差 为 5p。… /26z, 所 以 乘积 Sp.6x 确 为 本 


车 后 ， 我 们 来 推导 荔 一 个 有 用 的 关系 芯 ， 假 定 了 用 8 是 两 个 
物理 旺 , 它们 的 算 符 请 是 区 下 的 对 易 法 则 : 
有 一 站 -一 1， 《16. 9) 
了 式 中 前 二 是 某 个 物理 量 e 的 算 符 ， 上 上 式 布 边 之 所 以 引入 看 央 了 ， 
是 向 二 经 典 摄 限 ( 即 站 站 -0 时 所 有 的 物理 景 筑 符 放 该 还 上 成 为 经 
在 寻 而 彼 瑟 对 易 ， te ee 可 把 (18. 9) 
式 的 右 过 当 作 零 ， 在 下 … 弘 近 拟 中 ， :可 以 用 经 典 征 来 从 
二 , 县 有 


一 


10—9f = —ihe. 

这 个 式 子 正好 和 雇 z 一 7 太一 -请 相 类 似 , 崔 一 的 区 别 是 以 ec 代 
人 了 8P， 闵 此 我 们 用 关系 式 AxAps~ 序 类推.、 率 可 记得 到 这 样 的 
结论 , 即 在 谁 经 典 销 彩 下 于 和 9 两 个 最 有 以 下 的 测 不 淮 关系 式 : 

AfAg~#e. {16. 10) 

特别 是 , 站 果 其 中 之 一 为 能 基 弛 至 好 )， 并 且 另 一 个 显 的 筷 符 

(分 不 显 含 时 间 ， 则 接 (9.2) 式 有 c= 名 淮 经 典 销 有 形 下 的 测 不 谁 医 
系 芒 此 时 变 成 

筷 百 内 太一 -大 凡 ， 《16. 11+ 


二 这 个 经 明和 能 就 十 地 和 上 站 本 续 扩 后 吕 , 见 和 3 中 的 附注 。 


第 三 章 蔡 定 请 方程 


317. 薛 定语 上 方 种 

一 个 物理 系统 的 波动 方程 的 形状 取决 十 它 的 哈密 里 坚 ， 瑟 [4 
如 在 晤 本 下 学 的 整个 数学 表述 中 至 关 重 可 . 

一 个 自由 粒子 的 哈密 峰 景 ， 它 的 形状 本 以 根据 筑 和 咯 机 对 性 
原理 所 及 空间 的 卖 久 性 和 各 而 同性 等 关 毛 要 求 膝 确 六 经 典 力学 
由, 这些 亚 堪 时 到 ?粒子 能 晤 对 其 动 最 的 平 旋 依 井 关 系 : .六 /2 以 ， 
其 中 党 效 吏 称 为 访 粒 子 的 质量 { 岂 < 万 学 >)， 量子 力 学 中 ,同样 
的 婆 求 导致 能 时 和 动量 本 征 全 之 间 与 经 典 力 学 相应 的 关系 式 ， 这 
此 证 现在 生 国 了 时 可 和 涡 的 年 恒 量 (对 一 个 上 由 粒子 而 言 ). 

如 上 能 遇 和 动量 的 每 一 本 征 什 部 渡 足 关系 式 吾 一 产 ;2:n， 则 
能 和 遇 和 或 量 算 特 岂 党 定 江 中 同一 关系 式 : 


DB by, (17. 1) 
~ 
把 015. 2 世代 大 上 式 ,可 得 下 列 形 式 的 日 四 和 粒子 的 哈密 地 景 : 
放下 六 
一 一 ?7 人 ~ «17. 2) 


其 中 的 入 二 闻 / 82 十 021/ 3 十 22/9z? 为 接著 拉 斯 算 符 . 
无 相互 作 几 的 多 各 于 系统 的 险种 辆 担 ， 竺 于 其 各 个 粒子 的 院 
举 申 十 之 和 |: 
2 1 ,< 1 
I 一 王 起 mi 人 (17. 3) 
{人 下 标 & 代表 和 粒子 的 编号 ; 六 sa 代表 对 涪 8 个 各 对 的 付 标 进行 铀 隔 


的 拉 营 接 肝 二 和》， 


" 时 时 主 


经典 {此 相对论} 力学 中 ， 粒子 间 的 相互 作用 由 哈密 顿 最 中 渗 
加 热能 项 UO, ra 下 玉 描 写 , 它 是 粒 于 坐标 的 隐 数 ， 我 们 在 系统 
的 哈密 屯 晤 中 加 进 同 一 个 隙 数 后 ， 和 粒子 闻 的 作用 在 量子 为 学 中 可 
小 汶 凤 


Eu 


常 一 项 可 以 看 作 动 能 算 符 ， 第 二 项 可 以 看 作 劳 能 算 符 ， 穆 章 古 志 
外 场 中 的 一 个 昔 粒 子 而 育 , 它 的 哈密 晤 最 为 
FH=f/2m+U (x, y, 2) = -号 十 看 ， (17.53) 
共 中 的 Et 如 2) 就 是 说 粒子 在 外场 中 的 热能. 
把 (07. 2) 到 (17. 引 各 式 分 别 代 入 普遍 公式 (8, 1 中 , 可 以 分 别 
得 到 备 相 应 承 统 的 波动 方程 。 在 这 里 ， 我 们 写 出 外 扬中 一 个 单亲 
子 的 波动 方程 ; 


2 和 加 上 1 ; 

?一 pr + Ux, 和 C17.8) 
确定 各 定 仿 的 (10. 2 式 呈 以 下 形式 : 

让 _ 

Dm Pt Ux, y, 2) ]»=0. (17.7) 


(017.6) 和 017. 让 太古 出 藤 定语 于 1926 年 得 到 的 ， 称 为 薛 定 谓 方 
程 . 


对 一 个 自由 粒子 讲 来 , (17. 7) 入 有 以 下 的 形式 : 
在 Ay+ES=0. (17. 8) 


之 9 
当 能 量 召 和 滁 下 任 一 正 值 时 ， 土 式 其 市 芷 整修 合 癌 范围 由 都 取 
有 限 值 的 解 . 对 士 定 回 运动 的 各 态 ， 这 些 解 还 是 动 旦 算 符 的 本 征 
人 语种 说 法 当 锥 币 是 直子 力学 巷 素 原理 的 巡 几 推 晰 ， 而 可 看 作 是 米 趾 实验 的 
推演 . 
* 2 +* 


函数 , 具有 =P?/2m, 这 些 定 态 的 整个 波 函 数 (与 时 间 有 关 的 波 函 
数 ) 为 
玉 二 常数 eMEtDpr f17。 9) 

每 -` 个 这 样 的 基数 (一 个 平面 波 ) 描述 一 个 态 ， 该 态 中 的 粒子 只 有 
确定 的 能 量 巨 和 确定 的 动量 p、 这 个 波 的 角 频 率 为 及 /志波 从 为 
k=p/ 各 相应 的 波 医 2x/p 称 为 该 粒子 的 德 布 罗 意 液 长 0， 

由 此 可 网, 一 个 自由 这 动 理子 前 能 谱 是 过 续 的 , 从 零 - 声 延 介 
到 + co， 其 中 的 人 每- .个 本 征 伟 ( 思 =0 除外 ) 都 是 简 并 的 , 放 且 简 并 
麻 为 无 限 大， 实际 上 , 对 应 十 每 一 个 不 等 王 零 的 值 . 存在 郑 无 中 
多 个 (17. 9) 形 式 的 本 征 函数 , 这 些 秀 数 具有 出 同 的 动 景 绝对 值 , 但 
有 不 同 的 P 动 晤 方向 

我 们 来 追究 一 下 醉 定 刘 方程 如 何 过 流 到 经 典 力学 的 极限 情 
形 ,为 简单 计 , 只 考虑 外 场 中 的 一 个 单 粒 子 ， 把 波 议 数 的 报 限 才 式 
(6. 1D) ,多 ges, 代入 薛 定 读 方 程 (17. 6), 求 微 商 后 , 可 得 


ds .a EF 因 2 t+ 训 , 
oa Nai Tan VW) Tam A mvo 


站 Ua=0 
-amt 性 一 局 。 


这 个 民 子 中 含有 纯 虚 项 和 纯 实 项 (证 全 六 和 6 者 是 实 是 闻 令 曙 者 
分 凑 地 等 于 专 , 得 以 下 两 个 方程: 


EA 了 2 一 Li 一 > 
Dam ve) To ma 
0, a jiu.urpo 
3 站 二 VV = 0. 


第 一式 中 趴 去 含有 刘 之 项 后 , 得 


多 ”与 一 个 粒子 相关 屁 的 一 个 让 的 概念 是 由 直 ， 鳃 布 玉 总 于 1921 年 基 网 提 
出 的 ， 


村 业 妓 二 


< 
7 
这 个 式 子 就 是 单 粒子 作用 最 号 的 经 典 哈密 额 - 雅 可 像 方程 附 贡 
还 可 以 看 到 , 当 记 ->0 时, 经典 力 学 在 计 及 各 其 的 丰 一 次 党 (不 只 是 
零 次 佑 ) 的 限度 内 大 成 立 的 . 
以 上 所 得 的 第 二 个 方程 式 乘 以 2a 后 , 可 以 改写 成 下 列 形式 : 


(V8)? -0, 《17. 10) 


se + div(a ?= 0. (17. 11) 


这 个 式 学 具有 一 个 明显 的 物理 侣 交 : 昭 为 在 空间 基点 找到 粒 二 的 
几 洒 补 讼 (| 昌 [ 王 的 VS m= 二 pAm 为 粒子 的 经 典 速 弃 v， 菩 (17， 
1) 式 鲍 起 过 续 方程 式 ， 它 天 明 几 尝 密 庶 按 经 典 思 学 的 规律 “运动 
答 ”，, 并 在 千 一 点 其 有 经典 速度 v， 


例 间 

试 术 拱 帮 暗恋 换 上 下 波 陪 就 的 变换 吉 律 ， 

筝 ， 沁 求 -全 自由 运动 科 革 (下 侧 斌 1 披 隐 数 的 室 独 其 很， 出 工 企 益 山 
数 W 可 控 王 硬 波 局 开 , 求 程 下 硬 站 的 堂 模 项 座 后 ,就 可 求 行 企 益 江青 总 的 变 
换 轧 符 . 

在 参考 系 玉 和 起 "中 K 相对 于 天 以 速度 YY 运动 ) 的 六 而 没 为 


:一 是 rst 


I 一 ee 和 | 二 常 牙 :6 让 
由 二 = 十 WV, 电 个 参 备 系 中 ,粒子 的 动 区 和 能 避 基 有 下 列 闫 系 1 见 < 力学 3 
§ 8): 


p=p +mVY,， = 可 十 VE 十 到 一. 
把 上 列 盖 .五 详 走 式 代 入 中 ,可 得 
Hirt 二 到 ffT bexp| LomV ， (r+ | 
; 店 2 
一 一 ， _ " | ; 1 有 2 
一 到 ”fr Vi Dexps 站 (mV 了 六 外 《11 


个 芝 于 莹 不 思 涂 表 定 往 于 自由 运动 的 套 古 ;从 府 确 并 了 证 采 的 全 意志 的 粒 
上 | 时 


子 波 国 数 的 “能 变换 规律 ， 对 多 和 灯 子 系统 而 育 ，《1) 式 中 的 指 早 短 包 售 对 所 
大 的 熔 子 求 各 。 


$ 18， 花 定 垃 方程 的 基本 社 质 

评定 谴 方 哥 之 解 所 应 满 是 的 条 件 ， 基 有 症 分 普遍 的 性 质 ， 首 
先 ， 波 师 数 在 整个 空间 内 必须 是 单 值 的 和 连续 的 ， 即 使 不 势 场 5 
(z: 3 2) 本 身 有 具有 突变 而 的 情形 下 , 连续 性 的 要 求 仍 应 满足 ， 在 这 
样 的 突变 而 上 小 函数 及 其 导数 都 应 保持 韦 续 。 如 果 势 能 已 下 出 基 
一 界 而 时 即 呈 无 穷 大 , 财 并 此 界面 二 导数 的 连续 性 条 件 不 珀 成 立 . 
一 个 莹 子 要 本 不 可 能 穿 入 一 个 品 = co 的 空间 区 域内 ， 也 就 是 说 
在 该 区 域名 处 必须 有 六 = 二 0、 六 的 连续 性 意味 着 该 区 域 界面 上 的 次 
千 于 有 堆 ; 可 是 在 底 种 情形 下 , 节 的 导数 -一般 讲 来 是 不 连续 的 . 

如 果 执 能 上 (2,y, 纹 到 处 有 限 , 出 滤 函数 在 整个 空间 内 也 应 该 
到 处 有 限 ， 如 某 召 (, 有 在 革 一 点 趋同 无 穷 大 ,但 其 档 势 不 超过 
1/7"( 耐 s<2)》， 则 波 鸣 数 的 有 限 性 条 件 仍 能 得 到 保持 (可 再 参阅 
& 5) 。 

设 To 为 Be 加 本 本 数 的 最 小 秆 ， 由 于 单 粒 子 哈密 顿 景 等 
于 动能 算 符 ( 安 和 势能 算 符 两 项 之 和 ， 任 :- 态 中 的 能 虹 下 均值 二 
应 读 等 于 夺 :- 吕 但 因 算 符合 ( 它 相当 于 -一 个 日 由 粒子 的 哈密 顿 
曙 ) 的 所 有 本 征 值 均 为 正信 故 其 平 岂 值 了 >0， 我 们 还 记得 明 恩 
的 不 笠 式 可 >=Upwmn， 即 有 辐 >>Uws， 由 于 这 个 不 等 虚 对 任意 态 都 
成 立 , 它 对 能 量 吾 的 所 有 本 征 值 讲 来 显然 也 是 成 立 的 : 

五 ,in (18. 1) 

我 们 来 状 虚 运动 于 外 场 中 的 一 个 粒子 , 该 场 消 尖 于 无 穷 远 处 ; 
可 以 按照 通常 的 方式 , 定义 D(z,g, 2) 国 数 在 无 穷 运 处 的 值 等 十 
堂 . 很 容易 外 出 , 能 曙 的 久 本 征 个 将 是 分 立 谱 ,也 识 是 说 , 在 无 穷 远 
处 等 于 零 的 场 中 ,所 有 再 二 0 的 态 都 是 柬 绮 态 . 这 是 因为 , 连续 谱 中 

o 3 


的 定 态 都 对 应 于 无 限 运动 ， 这 些 态 中 的 粒子 可 以 到 达 无 穷 远 处 
〈 见 8 10)， 在 足 饮 还 处 场 蕊 可 忽略 ， 读 处 的 粒 十 和 运动 可 以 看 作 自 
由 运动 ;而 自由 运动 的 能 量 只 能 是 正 量 . 

能 至 的 正本 征 信 ， 反之 , 将 构成 连续 谱 史 ， 并 且 对 应 于 粒子 的 
无 限 运 动 ; 因为 下 一 0 时， 蘑 定 谱 方 程 ( 在 以 上 所 考虑 的 场 中 }) 一 般 
诉 来 并 不 任 在 能 使 积分 Hav 收 伏 的 解 . 

必须 注意 到 这 样 一 个 事实 , 在 量子 力学 中 ， 有 可 能 在 马 < 的 
空间 区 域内 找到 作 有 限 运 动 的 粒子 ; 其 几率 | 更 | 最 贿 粒 子 进 人 该 
区 上 距 岗 的 增 玉 而 很 快 地 趋 于 零 ， 但 在 所 有 的 有 捷 距 离 内 它 并 不 完 
全 等 于 零 . 这 种 情形 和 和 经典 力 学 根本 不 同 , 经 典 力 学 中 的 粒子 不 可 
能 进入 U3> 世 的 区 域内 .这 种 不 可 能 性 古 用 于 如 <U 时 动能 变 成 
负 值 ， 亦 天 速度 将 成 为 虚数 .在 量子 力学 中 ， 动 能 本 征 值 仍 为 正 
值 ;但 在 这 里 不 会 引起 矛 舌 , 因为 ， 如 有 某 一 油 昌 过 程 把 粒子 定 域 
于 空间 某 一 固定 点 ， 于 么 这 一 测量 的 结案 将 使 该 粒子 的 态 发 生 改 
变 , 使 得 这 个 粒 寺 根本 不 凡 基 有 任何 确定 的 动能 . 

如 果 在 整个 空间 内 Ze ,27>0( 同 时 在 无 穷 远 处 有 U0), 则 
按 不 章 式 418. 1) 我 们 有 >0。， 另 一 方面 , 由 于 一 0 的 能 谱 是 连 
续 的 , 由 此 得 出 结论 , 这 种 情形 下 根本 不 存在 分 立 谱 ， 也 就 是 说 粒 
子 只 能 作 无 限 运动 . 

假定 品 在 某 点 (我 们 取 作 原点 ) 按 下 列 方 式 趋向 一 22: 

Ua—ar " (a>0) C18. 2) 
我 们 来 考虑 一 个 波 国 数 , 旋 在 原点 附近 的 某 -…( 半 径 为 ro 的) 小 区 
域内 取 有 有 限 值 ， 在 这 个 区 域 以 外 等 干 零 ， 这 种 波 包 中 粒子 的 维 标 
测 不 淮 值 具 有 7. 的 数量 级 ; 故 动 最 的 测 不 淮 值 为 ~ 训 /ro， 店 态 中 
心 ” 应 读 声 表 , 对 基 些 特大 元 学 形状 的 已 fa #1 荡 歼 而 言 : 关 不 具有 物理 意 交 1 
这 个 过 练 谱 中 可 能 要 去 掉 些 分 立 的 烙 侦 ， 
,66 。 


的 动能 平均 值 具有 -的 数量 级 ， 而 势能 平均 传 为 一 一 atri， 先 
息 定 s>2, 则 动能 与 势能 平均 值 的 和 


A /mri—orrt 

将 六 是 够 小 时 可 取 侍 意 天 的 负 值 . 可 是 , 当 能 最 平均 值 能 够 取 这 
样 的 数值 时 ， 就 已 意味 车 能 量 本 身 具 有 仙 的 本 征 值 ， 并 且 这 种 本 
征 慎 上 有 任意 大 的 绝对 值 ， 在 原点 附 近 横 小 空间 区 域内 运动 的 粒 
子 ， 对 应 于 | 如 | 很 大 的 那些 能 级 ， 它 的 “基态 ” 则 对 应 于 处 在 原点 
的 粒 闻 , 即 " 落 "和 人 了 =0 点 的 粒子 . 

但 如 #5 二 2， 则 能 量 本 身 不 能 等 于 任意 大 的 负 值 ， 从 其 一 在 限 
负 值 开始 将 旦 分 立 谱 , 粒子 在 这 种 情形 下 并 不 “ 荔 ” 和 人 态 心 , 要 指出 
的 是 , 在 经 典 力学 中 , 粒子 在 任意 的 引力 场 ( 即 5 为 企 章 正 值 的 场 ) 
内 原则 上 部 有 可 能 “ 落 " 入 甩 心 ，3==2 的 和 情形 将 人 在 §35 专门 研究 . 

其 次 ,我们 米 研 究 能 谱 的 性 质 如 何 依 束 于 - 场 在 远 处 的 行为 , 假 
定 了 一 cc 时 势能 为 负 , 并 按 人 8.2) 式 的 规律 趋 于 雪 (现在 该 式 中 的 
r 很 上 大). 我 们 考虑 一 个 波 包 ,“ 充 满 " 在 半径 为 7{ro 很 大 ) 厚 度 为 
Ar<xr 的 球 屋内 , 则 动能 的 数量 级 为 起 taArl 势能 为 --&. 8， 
我 人 一天 on 同时 使 Ar 的 增 大 和 ” 成 正比 . 如 时 2. 则 7 趾 同 
大 时 ,起 Pr(Ar32 一 &r7r8 变 成 贷 值 ， 轩 此 识 有 贫 能 总 定 坟 的 出 现 . 
这 种 定 态 中 的 粒子 可 以 在 远 访 原 虚 处 被 找到 , 并 具有 不 小 的 几率 . 
这 就 意味 着 ， 在 在 着 维 对 值 为 任意 小 的 许多 伯 能 谎 ( 迷 人 须 注音 到 ， 
D>E 的 空间 区 域内 波 铺 数 很 快 地 衫 减 到 零 ). 因此 在 这 种 情 说 下 ， 
分 开 庶 中 含有 无 穷 多 个 能 级 ， 它 们 人 鳃 来 鳄 帘 地 挤 四 五 二 0 的 能 级 . 

如 果 场 在 无 穷 远 处 按 一 177 的 方式 宵 尖 ,而 s 盖 2， 堵 总 不 行 
在 绝对 倘 为 任意 小 的 负 能 级 ， 到 绝对 全 不 等 于 堆 的 某 一 能 级 为 
止 ,分立 谦 就 宣告 终止 , 从 而 它 的 能 级 总 笋 是 在 限 的 . 

太 含 时 间 的 定 态 配 定 请 方程 , 以 及 所 加 的 准 解 条 件 皮 是 实 的 ， 


和 


收 其 解 则 总 能 家 诅 实 靖 数 宙 ， 那 坚 下 和 障 并 能 级 的 本 征 话 数 ， 除 了 
一 个 不 里 竖 的 半 相 央 二 首 ， 必 日 动 地 等 十 实 图 数 ， 和 和 赴 国 为 区 
和 六 肢 然 满足 喇 一 方程 ， 久 也 应 该 是 属于 同一 能 草本 征 站 的 -全 
术 征 玖 数 ; 如 果 污 环 征 伯 无 简 首 ， 则 区 和 攻 * 必须 基本 相同 ， 也 
加 夺 说 它们 内 可 能 相差 一 个 ( 桩 曙 为 一 的 ) 常 因子 ， 属 于 周一 简 下 
谍 级 殉 刘 些 液 冰 禾 不 一 定 都 寿 实 国 数 ， 和 但 对 全 们 进行 天 当 多 弘 性 
组 合 后 , 我 们 总 可 记得 到 一 春 实 孙 数 ， 

含 时 间 的 完备 流明 数 玉 则 由 系数 中 内 现 的 那 种 醇 定 证 方程 
诡 定 ， 这 种 方程 当 t 换 成 一 并 加 以 复 共 轿 后 ， 仍 能 保持 愿 琴 的 
形式 久 . 因此 我 们 总 可 以 这 样 选取 晴 数 于 ， 使 省 和 让 * 民 其 一 个 时 
疗 符 号 

好 所 周知 ,经典 力学 方程 对 时 间 上 反 演 变换 保持 不 变 , 亦 妈 时 出 
反 号 后 倚 圭 不 变 ， 在 量子 妨 学 中 我 们 看 到 ， 酚 种 时 间 指 向 的 对 称 
性 老 媒 在 , 把 主 换 戌 一 上 同时 把 更 换 成 到 抽 波动 方程 上 其 有 不 变性 . 
但 是 应 该 记 住 , 这 时 的 对 称 性 具 是 针对 方程 而 言 的 , 不 是 针对 姑 子 
力学 中 其 有 大 本 意 多 的 (我 们 已 在 i&7 中 详 述 过 ) 简明 概念 本 上身 而 
宪 的 ， 


819. 流 密 度 
经 典 力 学 中 ， 一 个 粒子 的 速度 v 和 其 动 景 的 关系 为 p=mv， 
我 们 预料 , 在 量子 力学 中 ， 相 应 算 符 之 间 类 似 的 关系 式 也 能 成 讽 ， 
这 一 点 不 难 让 明 , 具 要 根据 算 符 对 时 间 微 商 的 一 般 公式 (9.2)， 算 
出 算 入 一 
$= Br—ri). 


全 ”这 个 论断 于 处 于 枚 场 中 的 双 统 讲 末 并 不 成 立 ， 
区 ”这 里 已 绿 假 定 了 热能 上 不 显 含 村 间 ， 法 系统 或 则 封闭 或 则 处 于 { 非 辜 场 的 ) 


全 定 上 让 河中. 
ms 本 此 于 


应 用 (017.5) 式 的 辫 和 (16.5) 式 . 便 得 
号 一 让 /mm。 《19. 1) 
这 个 关系 式 , 在 速度 与 动 明 的 本 征 值 之 间 , 以 及 这 两 个 景 华 任 一 访 
中 拘 平 均值 之 间 , 显然 都 是 成 让 的 ， 
一 个 粒子 的 速度 和 地 匡 一 样 ,不 能 和 它 的 蛙 标 同时 其 用 定 值 . 
划 速 度 滋 以 无 限 得 有 时间 阿 莫 引 后 , 等 于 中 时 则 内 诡 业 于 全 移 . 
rn 各 标 不能 同时 存在 的 售 交 为 : 如 打 粒 子 在 其 :时 世 处 于 
从 则 此 一 固定 点 , 那 未 , 读 粒 子 却 使 在 无 限 接近 的 隔 后 时 刻 了 岂 不 霸 
于 人 了 定 的 位 置 
是 庆 为 粒子 答 舌 量 的 一 个 图 数 ， 我 们 来 推导 时 间 嫩 点 算 符 
fF 的 -个 有 间 才 直 注音 下 和 区 (7 对 昂 ,我们 有 
f= (Bf) Bf 1), 





应 用 (16. 4) 我 们 可 以 写 出 
D2 f= :fH. ikv)) 
ji Br sD 

代入 六 的 表 式 中 , 即 得 欲求 的 来 起: 


f= (BV vb). (19. 2) 
其 次 , 我 们 末 找 如 速度 算 符 ， 得 
-二 (他 9 人 = (一 877) 一 一 UB-- fn) 


[如 中 涂 DF) 外 所 有 各 项 部 和 台 对 易 -. 应 用 (16. 台式， 我们 得 
ji = — UE. (19. 3) 
个 算 符 方 卫 和 经 归 力学 中 的 运动 方程 {牛顿 方程 ) 其 有 完 舍 相 
癌 的 形式 
| 罗 1av 对 傈 一 有 限 体 供 Y 进 行 积分 ， 等 工作 该 体 积 兴 发 现 


*» “ 


柱子 的 包 率 ， 现 企业 计算 这 种 几率 的 时 间 微 贾 ， 我 们 有 


qa wo oy 
| I dy =| (e 续 土著 -av 





= pp ErAv)ar. 
用 下 式 代入 
B=*=— 2m A U(r, y, $Y, 

并 应 用 下 列 恒 等 式 

VAV* VAD div (Vv vr), 
nf 得 

sf iw larv =—| diviay, 
式 中 的 j 代表 下 列 失 量 @ 
j = Vv y= Vb) (19. 4) 
m 2 


对 divi 的 积分 可 按 商 斯 定理 变换 成 为 对 封 除 面 S( 体 积 F 的 表 
可 的 面积 分 : 

a 四 

A LAA — i df (19, 5) 


由 上 式 可 知 八景 可 称 为 几 素 流 密度 矢量 , 或 简称 为 流 密 度 , 这 个 
矢 景 的 面积 分 等 于 单位 时 间 内 粒子 穿 过 读 面 积 的 儿 素 ， 舌 量 j 以 
及 儿 率 帘 论 j 玉 站 满 是 下 列 方程 式 ， 
alE /Dt + divij=0, (19. 8) 
庆 个 方程 和 经 典 连 续 忻 方程 相 类 他， 
旧 寞 运动 的 波 荫 数 [017. 急 式 的 平 粮 波 ] 可 以 这 样 来 归 一 化 ， 


加 Le 则 


j= 这 1 lva 19, 49) 


s 7 人 


鸽 它 所 摘 述 的 粒子 流 上 县 有 单位 流 密 度 ( 每 单位 上 时间”F 均 有 一 个 粒 
子 流 过 一 单位 截面 )， 这 样 的 波 函 数 为 





1 
一 eis 
y= spr {19. 7) 


其 中 2 为 粒子 速度 , 因为 把 上 式 代 入 (19. 和 得 了 ==p/me, 这 起 党 
动 方 订 的 单位 矢量 ， 

值得 指出 的 是 ， 如 何人 失 协 定 主 方程 出 发 直接 证 期 不 同 能 组 的 
状态 波 晴 数 的 相互 正 交 性 ， 设 多 ws 和 六 为 这 样 两 个 国 数 ， 分 出 油 
足以 下 方程 ; 


EH 


一 Hj2m) A pnt Upn Eap, 
— G2m) AYE TU Esp. 
第 一 式 乘 以 如 ,第 二 式 业 以 ym 后 , 机 减 , 得 
(Bn— En) Pape = (K2/2m) (pnAYH BA) 


J 


i 二 CD 
a div (Wav PV pl. 


上 式 两 进 如 果 对 整个 空间 积分 ， 式 在 闲 高 斯 定理 变 成 面积 分 后 海 
于 零 , 我 们 研 得 

(Bn— Bn) | pupa = 9, 
因 已 假定 五 m Es, 页 得 答 求 的 下 变革 系 武 


| *dVy =0. 


520, 变 分 原理 
一 般 形 式 的 酵 定语 方程 = By 可 从 下 列 变 分 原理 
S|p* (RE) pdg=0 (20. 1) 
获得 ， 由 于 是 复 函 数 ,w* 和 弟 可 以 独立 变 分 ， 对 妆 * 蛮 分 , 得 


s 7 


[68*(B—E) ydg=0, 


由 于 Sy¥* 是 任意 的, 结果 就 得 向 未 的 方程 式 于 = 二 有 六 对 贡 灾 分 
玉木 论 得 出 新 的 结果 ， 因 为 ,对 妆 变 分 ,并 用 五 算 符 的 厄 窗 性, 得 
|p* C7 Eyéyag = sy (Fi* EY p+*dg 0, 


由 此 采 得 复 兵 辑 方 程 H*B* = Ey. 

(20. 1 式 的 变 分 原型 要 求 访 积分 采取 无 基体 极 值 ， 这 个 原理 
也 可 以 用 另 一 种 方式 表述 ， 只 要 把 如 看 作 此 问题 中 的 拉 格 斋 口 乘 
子 ,并 让 下 民有 呆 取 有 有 条件 报 置 , 轩 


6|s* Hiyag=0, (20. 2) 
林 时 加 条 和 件 为 
[wpag=1. (20. 3) 


积分 (20, 2) 式 [具有 附加 夭 件 (20.3)] 的 最 小 信 流 是 能 世 的 第 
一 个 本 征 值 ， 基 基态 能 基 值 Bo， 给 出 读 极 小 值 的 上 孙 数 就 是 基态 
波 阔 数 oD， 此 它 的 定 态 波 阔 数 交 ,(x 一 0) 只 对 应 丁 沪 积分 的 一 个 
极 值 , 得 不 是 该 积 分 的 真实 模 小 值 

根据 积分 式 (20. 2) 为 机 小 值 的 条 件 ， 贤 想 求 得 仅 次 于 某 态 的 
能 靶 值 召 ; 及 其 波 圾 数 ,我们 必须 局 限于 选择 这 样 的 名 晴 数 ， 它 
不 但 请 是 (20. 3) 式 的 归 一 化 条 件 , 而 卫 要 泣 足 与 基 志 波 因 获 #: 的 
正 交 条 件 : | WV.a7 一 0， 一 舱 讲 来 , 如果 前 而 个 杰 ( 按 能 景 北 赠 


的 次 序 编号 ) 的 波 卫 数 0, 六 ,和 -+ 为 已 知 ， 下 一 个 态 的 波 男 数 
除 耳 售 积 分 (20. 2) 痊 于 一 个 极 小 往外 , 入 有 上 列 附 友和 杀人 御 : 


的 机 记忆 站 将 殿下 我 们 假定 这 泪 国 笋 为 实 图 类 : 它 闪 总 郁 选 成 宗明 数 ! 如 并 没 
条 同村 的 霜 ). 
是 友 呈 人 


[wag—1, [#8adg =0, Gn 0,1,2,0.0. nm1). 《20 


在 这 电 我 们 给 册 朱 干 普 避 定 理 ， 记 些 定理 指 可 以 用 守 分 原理 
加 以 证 苏 岂 . 

基 坊 波 困 数 办 ;对 任意 有 限 华 标 慎 而 言 不 会 等 于 乱 训 (或 和 :无 
节点 ?. 换 名 话说 ， 划 o 在 芭 个 空间 内 屋 有 相同 的 答 妃 . 由 于 这 一 哑 ， 
与 押 ) 正 区 的 其 儿 定 态 变 国 数 车 人 全 号 , 必然 县 有 而 成 (如 全 加 也 


有 恒定 的 符号 , 则 积分 #69 不 会 等 十 零 )， 


其 次 ， 从 Bo 无 区 点 这 个 事实 出 发 可 以 证 明基 坊 能 级 不 会 有 
简 卉 ， 如 朱 个 吓 这 样 ， 令 Wo 和 8o 为 对 应 十 琴 ;能 级 的 两 个 不 由 
本 征 国 烤 ， 则 任 一 线性 组 合 en 十 e go 仍 是 Bo 的 一 个 本 征 卫 就 ; 
但 起 适当 选择 c, e 常数 , 可 使 该 图 数 在 空中 件 一 折 定 点 .等 二 过， 
这 就 旦 说 ; 行 到 一 个 有 市 成 的 本 征明 数 . 

如 果 运 动 局 限于 ~… 个 有 限 的 空间 区 域 骨 ， 则 在 庶 区 的 究 曾 上 
一 定 有 六 = 0( 见 18)})， 用 变 分 原理 求 共 能 级 时 ,应 该 根 据 这 个 边 
办 条 件 去 求 积 分 (20. 引 的 航 小 值 。， 在 这 种 钙 沉 下 ， 上 睦 态 波 搞 数 无 
市 扩 的 定理 的 俩 义 是 Vo 在读 区 内 处 好不 每 十 规 . 

要 注意 区 灶 ， 当 运动 区 域 的 下 座 运 渐 载 人 ,所 有 的 Em 甫 级 
孝 随 之 减 小 ; 这 是 因为 运 蔓 区 城 扩大 有 时, 使 积分 为 极 小 值 的 球 毕 泊 
国 数 的 定 疼 域 也 随 过 扩大， 共 结 来 只 能 使 积分 的 极 小 慎 减 小 . 

多 粒子 系统 分 并 雍 能 级 的 下 列表 式 


叶 半 于 本 征 诗 数 和 零点 定理 :可 见 下 节 ) 的 证 明 ， 可 大 若 ，M. 上 控 弗 林 毛 时 天 
等 菇 《查分 学 教程 35， 高 竹 趣 音 措 版 主 、1955 年 旺 , 第 九 童 ; 有 R. 同 朗 ， 人 D， 若 以 水 等 著 
+ 数学 特 理 方 益 3, 第 一 郑 , 科学 出 版 社 . 1958 年 版 , 第 六 党 . 
亏 这 个 省 理 ! 耻 其 澡 出 的 推 认 3)， 对 同 沫 粒子 系 辆 的 托 国 数 讲 来 . 一 盘 秆 在 或 闻 
(人参 莓 中 63 卡 友 )}， 
as FI: 


[Ba (| ~ Sa A vw lea, 


可 以 化 成 另 一 种 更 恒 于 实用 的 形式 ， 被 积 式 第 一 项 中 的 下 列表 式 
可 以 写成 

PAB = ive($ Yay$)} — (Vap)™. 
dive(¥WaW) 对 整个 守 间 积分 ， 可 以 化 成 -个 无 限 大 封闭 面 上 的 面 
积分 , 由 于 分 立 谱 的 状态 波 函 数 在 无 限 隐 处 足 锡 快 地 趋 于 零 , 这 个 
积分 就 等 于 零 ， 巩 


| vBvag=]| SV) tO la (20. 5) 


§ 21， 一 维 运动 的 一 般 性 质 
一 个 粒子 的 亏 能 和 如果 只 依赖 于 一 个 坐标 Cw), 则 波 畏 数 可 以 下 
为 一 个 了 和 三 的 国 数 与 一 个 只 售 了 的 国 数 指 乘 和 要， 前 个 因数 
由 全 由 运动 的 其 定 油 方程 所 兢 算 ; 司 一 个 国 数 , 由 被 时 以 下 的 一 维 
浸 定 全 方程 : 
dp 2 
dr 
这 样 的 一 维 方 程 显然 可 饮 在 势能 为 Ux, gy 2) Uw) UC 
一 Da(#) 的 启 题 中 得 到 ， 读 问题 中 的 势能 可 以 分 解 成 为 具 干 个 只 
依赖 于 单个 开标 的 消 数 之 和 ， 我 们 将 在 322 一 24 中 讨论 这 一 类 
“一 维 运 动 ? 的 许多 实例 , 在 本 节 中 ,我 们 要 事 先 疝 明 这 业 运 动 的 普 
和 普天 性 质 . 
首先 要 证 明 的 是 ,一 维 问题 中 所 有 的 分 立 谱 能 级 均 无 简 并 . 为 
了 证 明 这 一 点 , 暂时 修 定 以 上 的 说 法 不 成 立 , 并 令 加 和 ma 为 属于 
上 钻 -能 量 位 的 站 个 不 由 本 征 卫 数 ， 由 二 它们 部 满 吓 (21. 1) 式 ， 我 
人 各 
。 7 中 


RIE-U) pH 0. (21. 1) 


$= (OE). py 


或 凡 [ 有 2 一 萝 2 区 一 0( 撒 号 代表 对 立 微 尚 )， 此 区 各 分 得 
总 芝 一 风 押 2 二 第 数 ， (21.2) 
由 于 在 无 穷 迁 处 #1 二 妆 -=0, 上 式 中 的 常数 必须 等 于 零 , 凤 ] 
六 1 殷 3 一 功 1 荔 2 二 0 
识 由 /2 再 积分 一 次 可 得 二 第 数 >Y 加 ， 这 就 是 说 这 
两 个 兰 数 基本 上 相同 . 

对 分 立 谦 的 波 国 数 加 (ez) 而 言 存在 着 下 列 定理 宇 ( 称 为 振荡 定 
理 ): 属于 第 们 十 二 个 能 级 画 ( 按 本 征 值 的 递增 次 序 央 号 ?的 本 征 
斑 数 wo 共有 ?2 沉 竺 于 下 (对 工 的 所 有 有 限 值 多 市 育 ). 

假定 3> 土 cc 时 ZK 图 数 趋 商 有 限 值 (但 区 不 一 定 是 单调 孙 
数 }。， 我 们 令 投 限 值 (+ee) 为 能 量 的 零点 [ 即 令 区 (+eo) 一 拉 ， 
并 把 如 (一 0) 写 作 牙 ,假定 o>0. 分 站 谱 的 能 基 值 应 该 介 于 这 样 
的 值 域 中 , 使 得 后 有 这 些 能 时 值 的 粒子 不 能 运 瘟 到 无 限 还 处 ; 根据 
这 - -点 , 该 能 时 必须 同时 小 于 区 (二 ceo) 这 两 个 极限 性, 也 了 驶 是 说 此 


五 < 《21. 3) 
当然 , 在 任何 情形 下 , 还 必须 有 一 Uoin 也 吏 是 说 ,世上 鸭 数 至 消 
要 有 一 个 级 小 倩 Cin<0. 
现 什 来 注 虑 小 下 Uo 的 正 能 其 什 域 ; 
0<E<U. (21. 4) 
这 个 值 域内 的 能 说 将 是 连续 的 , 粒子 在 相应 的 定 杰 中 作 无 限 运 动 ， 
向 着 zx- 十 co 的 方向 行进 .很 易 看 出 ， 这 一 段 能 谱 中 没有 一 个 能 





全 记 20 中 第 二 个 附注 所 列 玖 大 大 书 ， 一 一 笃 考 注 

各 ”如 刀 粒子 挫 能 处 手工 轴 的 某 一 有 限 区 间 册 , 我 仙 应 变 在 读 区 间 内 考 世 x) 
的 这 些 零 点 ， 
» FF 


级 旺 简 并 关 ， 要 证 出 庆 一 怖 ， 基 要 证 茧 当 国 络 间 各 s 从 在 一 个 
尤 汰 运 点 富 于 零 时 {月 节 情形 下 它们 在 六 一 59 上下 证 零 ) 本 而 
(对 分 人 出 的 证 明 仍 然 有 演 斌 是 巾 了 . 

于 王 和 于 于是 个 拓 的 正 什 有 时， 我 们 可 以 略 去 各自 评 方 扩 人 2 1) 
中 的 Day: 


» | nm — 
¥ + Ey 二 
这 个 方程 式 兵 有 平面 驻 波形 民 的 实 函 数 解 : 
节 二 府 cogs (二 作品 ) ， (21. 5) 


其 中 的 & 和 6 各 是 常数 , 而 上 = Dj/ 训 -:v/2mMmB/ 天 称 汶 波 燥 ， 这 个 

式 闻 确定 了 (21.4) 式 所 未 的 连续 谱 值 焉 中 非 简 并 能 级 《【 当 

六 十 59 和) 的 波 师 数 汤 近 式 ， 泊 3 等 于 是 够 大 的 负 划 了 时, 替 定 吝 
$" 2 (UB) y=0. 


一 590 | 时 不 和 窒 于 万 限 大 的 解 为 


妆 二 Be 此 中 r= im Ey EY. (21, 6) 


这 号 是 被 国 数 妆 # 闻 一 co 于 的 渐 捞 式 ， 由 此 可 上 见 ， 在 吾 -0 的 区 
域内 , 波 症 数 霹 指数 规律 说 减 . 
最 后 , 当 
EU (21.7) 
时 能 谱 为 连续 ， 并 上 且 正人 哇 酌 全 方 订 茜 是 无 限 适 到 ， 人 在 这 一 段 能 庄 
中 , 所 上 有 的 能 级 都 是 双 重 简 并 的 . 这 是 因为 机 应 的 波 蚁 烙 由 (21.1) 
式 的 一 阶 方程 所 确定 ， 这 个 方程 式 的 丁 个 狐 立 解 吾 能 满 是 无穷 远 
处 唔 那些 杰 要 荣 件 (例如 生 芋 眉 所 于 上 插 情 形 卡 , 其 由 的 一 个 解 由 于 
XY 一 co 时 变 成 无 穷 大 而 波 揣 讲 】x-> ce 时 波 图 数 的 河和 近 式 为 
Pme ae {21.8) 


时 了 而 中 


2 一 加 了 肘 也 有 类 伺 的 浙 近 式 ， 式 中 的 e*” 项 对 应 于 向 右 运 动 的 
粒子 ,e ”对 应 于 呵 天 运动 的 入 子 . 

我 们 假定 (2) 是 一 个 偶 荡 数 [ 即 (一 2D = Utz) 23， 此 时 举 标 
友 写 后 肯 定 这 方程 式 (21. 保皇 不 才 ， 由 此 可 知 , 如果 2) 和 仿 访 
方程 的 一 个 艇 , 则 荔 ( 一 2 也 是 读 方 程 的 一 个 解 . 放生 和 办 (x) 只 其 
一 个 第 数 因 本 : (一 办 ”ct(x). 再 把 x 反 写 下 次， 可 得 w(x) 二 
一 tw), 克 c 二 十 1 因此 ,对 于 其 有 对 称 形式 (对 X=0 点 对 称 ) 
的 势能 讲 来 , 定 术 流明 数 只 能 是 侦 冰 数 [多 (一 2) 一 (zw) 成 奇 孙 数 
[六 (一 节 = 一 基 (z 四 下 特别 是 , 它 的 基态 波 图 数 一 定 是 贷 冰 数 : 因 
为 这 个 国 数 必 须 无 贡 点 , 但 奇 国 数 在 0 所 总 是 竹 于 二 [多 (0) 二 
一 一 区 01 一 0 

一 维 运 动 的 { 连 续 谱 中 的 ) 币 上 国 煞 的 归 - 化 加 型 ， 有 一 个 向 昔 
办 法 ， 可 以 丰 |z| 盾 很 大 时 的 波 轩 数 淘 近 式 出 发 ， 直接 求 出 它 的 四 
一 化 系数 ， 

洽 上 处 沿 单方 向 (rf 六 4 50 方 疝 ) 作 无 限 运 动 的 波 隧 数 ， 这 个 波 
泵 数 的 中 -一 化 积分 式 当 4 六 00 时 是 发 获 的 (x 一 品 对 渡 史 数 指 
数 式 发 减 ， 使 得 积分 很 快 地 收 伐 ). 因此 ， 在 求 归 一 化 第 数 的 时 候 ， 
我 们 可 以 把 间 政 成 它 ( 在 x 为 很 大 正 什 时;) 的 浙 近 但 ， 然 后 再 进行 
积分 , 积分 苞 下 限 可 让 2 的 任 一 有 限 值 , 璧 如 说 取 x=0; 这 种 秘法 ， 
相关 于 在 无 限 大 值 中 暗 去 了 一 个 有 限 值 ， 我 们 来 汪 明 ， 当 波 鸭 数 
按 下 式 条 件 加 以 归 一 化 后 ( 式 中 的 8 为 粒子 在 无 穷 远 处 的 动 景 )， 


fv- 6 和 )=276(p)， (21. 9) 


中 这 个 过 论 中 ,已 把 掉 定 这 个 定 术 压 没 有 简 间 的 ， 记 就 是 说 ， 补 两 个 方向 的 运 
动 都 不 是 泡 限 运动 ， 要 不 然 ， 当 久 反 号 了 财 , 属于 甩 者 虞 能 级 的 爽 个 是 态 波 腑 烤 可 以 相 
互 变 换 ， 在 这 种 情 霸 下 ， 定 态 诈 洒 歼 虽然 币 一 定 者 是 倘 冰 表 或 霸 稍 数 ， 但 对 它们 进行 
重 当 的 线性 组 音 后 , 总 是 癌 以 组 全 成 为 偶 阴 数 或 帝国 数 . 

® FF ， 


它 的 浙 开 式 属 呈 (21. 5) 上 挨 式 ,并且 其 中 的 a=:2; 
P22003 Cr) 一 i 和 {2] ， 10) 
把 (21. 10) 式 代入 归 一 化 积分 式 | 7mdx 中 ， 我 们 不 去 验证 
这 两 个 函数 的 正光 性 ， 只 党 假定 式 中 的 PP 和 Zi 十 分 接近 ; 因而 可 
令 8=5 (一般 讲 及 8 是 的 函数 )}。 基 次 , 在 嫌 积 式 中 ,我 们 只 保 
留 p 一 p” 时 积分 为 发 散 的 项 ; 换 句 话说 ， 我 们 把 含 有 e+ 因 
子 的 项 略 于 不计， 因此 可 刊 


吕 tL: 。 Lik pe i 
[pi d= | 避让 kirk 工 | 一 | ei tr 
由 = 门 in 


+ 


按 (15.7) 式 , 上 式 与 (21. 9) 式 相 问 ， 
根据 (5. 14) 式 , ; 生 以 下 到 因子 后 即 变 成 对 能 量 的 6 的 数 归 
一 化 : 





(Pr a) - 1 


de - | ~ 2DThv ， 
式 中 2 是 整 和 子 在 无 穷 远 处 的 速 庶 。， 所 以 


1 
Pa FA 允 





一 (21. 11) 
上 式 驻 波 中 每 个 行 波 的 流 密度 为 1/275. 我 们 就 得 到 以 下 的 规则 : 
对 间 方 问 作 无 限 运 动 的 波 硝 数 而 言 . 要 归 一 化 成 能 量 的 引 遇 数 , 可 
以 先 把 该 波 畏 数 的 浙 近 表 式 写成 两 个 向 相反 方 问 行进 的 平面 谈 之 
和 , 然后 选择 妇 一 化 常数 ,使 得 癌 原 点 (或 离开 原点 ) 运 动 的 那个 平 
面 流 上 其 有 几率 流 密 度 1 2 让 

同 理 , 对 二 左右 方向 部 能 运动 到 无 限 远 处 的 波 晴 数 而 言 , 也 可 
以 得 寞 -- 个 类 位移 归 一 化 潜 则 ， 如果 对 从 £5 二 -ce 姓 运 动 到 原 研 
以 及 从 下 = 二 一 09 处 运动 到 原点 的 两 个 平面 波 讲 来 ， 它 们 的 几率 流 
.zs 。 


铸 度 之 和 等 于 172r 矶 ， 那 来 这 个 滤 罗 数 就 是 书 控 能 量 的 6 国 数 妇 
一 化 的 省 蝶 数 . 


822. 势 阱 

作为 一 维 运动 的 一 个 简单 例子 , 我 们 来 考虑 方 势 阱 中 的 运动 ， 
也 就 是 在 图 工 所 示 的 ECz) 势 场 中 的 运动 :0-<a<<e 了 时 有 有 Er(r) 一 0 
z<0 和 zg 时 有 UG) 二 Us， 显然 , 五 Dr 时 能 计 是 分 立 的 ， 而 
当 吾 ~-rro 时 ， 我 们 在 -- 个 能 级 U (x) 
为 双重 简 开 的 连续 庶 . 

在 0<z<a 区 域内 ， 芒 守 PP 
得 廊 程 为 

#" + Ey 0 (22.1) 


{( 撤 写 代表 对 x 微 商 ), 势 阱 以 外 的 区 域内 地 


了 (EUNy—0. (22.21 





菇 "十 





在 < 一 0 和 z= 点 处 ,以 上 尖 太 之 解 及 其 导数 均 须 连 绕 , 而 (22. 2 
式 之 解 当 z= 土 co 时 必须 保持 有 限 ( 对 如 <<06 的 分 立 谈 硬 言 ， 它 
必须 等 于 零 ). 
对 刀 <U 而 言 , (22, 2) 式 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 为 
-常数 XeT 其 中 《一 雪 V37TD 一 前 (22.3) 


(指数 上 的 一 号 和 + 号 是 分 别 对 zc 和 2<0 两 个 区 域 吊 言 的 ). 
如 Ww) 区 域内 发 现 粒 于 的 几率 | 和 作 指数 区 递减， 势 阱 边 上 的 
划 和音 的 连续 性 条 件 ， 为 大 便于 ， 可 用 昔 及 其 对 数 导 数 间 :于 的 
连续 性 条 件 来 代 闪 .计算 422. 3 引 ) 式 , 可 得 下 列 形 式 的 边界 条 件 : 
Vi x. (22. 1) 
我 们 不 在 这 里 讨论 热 陛 深度 加; 为 任 营 值 时 的 能 级 同 题 ( 见 例 是 


bs 太 所 


2), 下 面具 对 无 限 测 势 联 (一 coc) 这 一 极限 情形 作出 详细 分 析 ， 
当 了 = 扣 肝 ,18 中 已 经 指出 ， 熔 子 只 能 在 zx= 和 和 了 = 两 
所 之 闻 运 动 ,这 两 个 端点 处 的 边界 条 件 为 
-=0. [22. 5) 
[很 易 证 明 上 式 也 可 以 由 一 般 条 件 (22. 4) 式 得 出 ， 轩 为 Uo 二 52 时 
回 时 有 Ke， 从 而 在 站 7 cc 用 于 六 "不 能 等 于 无 限 大 ， 吉 
罗 0j]。， 势 阱 之 内 的 (22.1) 式 共有 以 下 形状 的 解 : 
少 二 csin (kw 6), 其 中 b= ~ am (22. 6) 


出 -0 时 罗 = 旭 的 条 件 , 得 =0,， 再 按 问 一 条 件 , 在 +=a 处 给 出 
sinka 0 页 玫 G 一 Pt 人为 一 正 灼 数 隔 , 从 工 开 始 ? 或 


B= n,n, 3 {22. 7) 





这 个 式 子 确定 了 势 阱 中 一 个 粒子 的 各 种 能 级 ， 归 一 化 的 定 态 波 峭 
数 为 


pn sinCrnr/ a). {22. 8) 


根据 以 上 的 结果 我 们 可 以 直接 写 出 一 个 粒子 在 直 衣 “ 热 箱 ”中 
的 省 种 能 级 , 该 粒子 在 这 个 “ 势 箱 ” 中 作 三 维 运动 ， 此 势能 当 0 一 z 
a 00s 有 时 为 = 二 0， 本 这 个 区 域 以 处 为 = oc0， 实 
际 上 , 这 种 能 级 备 十 下 列 和 卉 : 


J i 外 器 
E = -， 0 + 各 区 ) (Ri ea, Hs = 1, 2,3,""*), (22.9) 


SM on ‘a 
相应 的 波 果 数 等 于 下 列 乘 积 : 
8 nin 2, in 
i nn MN pin gg Tsing y'sinT 2 (22, 1U) 


已 站 一 时 将 有 恒 等 于 零 . 
= 有 站 十 


(C22, 7) 贡 人 届 2. 多 下 可 别 1 基态 能 最 本 的 数 旺 没 约 为 让 i. 
[运动 区 域 的 级 福 尺 诺 ， 这 个 结 管 和 I 济 不 淮 关 系 式 相 一 至 : 
首开 标 剖 不 淮 民 名 为 了 有 时， 动 二 的 油 不 座 避 四 而 动量 第 届 的 数 重 


级 约 六 让 i 相应 的 能 所 均 为 一 (h/1)?. 


乓 是 


1， 在 无 际 深 的 方 狼 际 中 汶 此 态 粒 寺 的 各 种 动 若 值 的 斤 率 分 布 
解 ， (32， 全 式 的 由 六 煞 于 动 生 本 入 于 数 民 环 所 的 时 开 系 瑶 atp) 为 


大 于 攻 拟 ,型 湛 苏 殿 入 平方 , 即 得 下 到 几 认 分 布 : 


和 省. 江 由宇 要 . 
| Ia 。 TT a 
[sw{ op) | 避 了 六 (Cp Di 3 3 dp 


2， 求 图 2 中 协 陡 的 刘 缀 ， 
解 ， 我 们 蕉 虚 EE 过 5 的 分 立 诬 .Y<0 
区 城 册 的 深 曙 路 为 





下 记 9 区 域内 让 


] rm 
CE ， 直 中 此 = "am (Ds — Ey. 








势 陡 和 信之 x 四 的 入 可 取 下 到 形式 : 图 2 
妆 二 Csintps 二 5)， 其 中 亡 = 3 
根 涡 协 阵 边关 和 的 连续 诈 荣 件 , 入 
昨 et 区 在 盖 并 一 2 ke?, ketg (taki+d) 一 — w= — 2 
或 
ind = a sam {Edt 6) 一 -J f= 


销 到 61 得 下 州 超越 六 袜 ; 
» 1 + 


en < Aarec si 4 (1) 
有 一 人 二 resin smi Te 了 一 1 
2m AAA NI 


村 中 中 = 1 .23 及 天 驴 图 数 丽 取 之 值 介 于 癌 到 于 之 问 ?， 上 式 之 根 确 


了 和 级 下 = 十 2M， 对 径 --: 个 nn 一般 讲 来 只 有 一 个 根 rn 值 按 能 级 的 递 
增 沁 计 旨 时 ， 

山子 反正 弦 隐 数 的 宗 量 不 能 超过 1, 名 值 显 然 只 能 全 于 0 到 2 之 
辣 . 《起 的 左边 了 下 音调 地 增 大 , 读 式 的 和 有 边 却 随 此 单调 地 减 小 ， 因 此 站 )》 
趟 有 根 的 必 芝 条 作为 尺 = 和 N20 汗 村 , 式 省 应 材 小 于 式 太 ， 竺 虽 是 , 由 二 
1 所 得 的 下 列 不 等 式 


Var vosin fT 
ee > 中 Te SI Dj, 【2 


锐 册 了 防 中 至 下 存在 :个 能 级 揭 粤 件 ， 志 此 可 见 , 给 定 了 不 相等 的 如 和 工 ， 
后 , 瘟 可 水 找 公 个 很 大 的 际 宽 2， 使 得 读 了 申 下 能 存在 耸立 能 般 ， 对 亚 : = 
Us 而 许 , 条件 人 1) 点 能 得 到 往 足 ， 

一 个 对 称 势 阱 ?时 ,1) 式 可 低 碟 


志 _1 
TT" sin 一 一 
“Sn /mE 人 





tn — Reet), {3) 


ll 注 党 吕 £= be, 当 R 六 奇数 时 , 得 下 凯 方 和 加: 


epsE 一 十 ?其 中 ?= 于 V -2 C4) 
上 上 式 应 玉 tg5>0 的 根 ， 当 % 汝 全 壮 时 , 可 得 
sin £= 二 ps {5 


我 们 详 取 tw&<<0 的 要 .这 两 个 方程 式 的 根 确 定 了 加 = 38m 和 F 能 级 ，1' 地 
0 时 能 纹 的 总 数 汶 有 限 . 
特别 是 对 于 上 oe/ma? 的 浅 势 阱 ， 我 们 有 Pp 淮 1，(5) 式 根本 无 解 ，(4) 


式 有 有- 不 很 ( 式 才 地 十 导 )， 称 于 二 < 工 -1-205). 因此 ， 阱 中 以 包含 有 一 个 


能 和 染 
2 
Eo -- 一 
a 
3， 粒 子 在 -上 直 前 "执着 中 适 汉 , 求 箱 上 暑 所 受 的 压强 ， 
硬 加 卫 站 


解 ， 作 用 于 亚 直 于 # 和 鳄 的 第 赎 上 的 力 ， 第 于 一 2 十 -28 (科学 的 哈 带 琴 
数 对 沿 x 轴 欧 箱 长 的 微 商 } 的 生 乌 拉 ; 号 力 除 以 赦 娶 面 积 Be 后 妈 得 压强 ， 棋 
据 1L1. 163 式 ， 答 求 的 平均 值 可 以 人 223. 生疏 能 基本 征 值 的 微 商 得 则 所 果 压 
强 为 
TR 4 


1 
= nn 
maape ! 





$23. 线性 振子 
我 们 来 泛 虑 一 个 作 - - 维 小 振动 的 粒子 【 称 为 一 个 线性 振子 ). 
效 粒 了 的 驭 能 为 mo wt2， 其 中 的 名 为 经 上 暴力 和 党 中 的 固有 振动 
《区 频率 . 该 找 闻 的 哈密 巾 最 因而 在 


Pi mo 


B= + (23, 1) 
2 2 
时 天 入 > 十 oo 且 据 能 为 无 汰 大 ,该 粒子 只 仇 作 有 有限 运动 , 共 能 


说 完全 是 分 立 的 . 
我 们 试 脐 姑 陈 方 六 人 求解 读 报 子 的 能 级 ， 我 们 从 93. 3) 形式 
由 "运动 万 程 " 出 发 ;在 日 前 情形 下 ,出 访 蕊 入 
ww 二 0. {23. 2) 
此 式 交 纷 陈 形式 为 
(二 全 
根据 (11. 89) 式 , 如 速度 的 宣 阵 元 (二 ta 人) 一 一 Onnznn， 因 
此 ,得 
(mls — 0 mn = 0. 
由 此 可 见 , 短 阵 元 go 除了 wma=: 士 口 的 外 显然 邦 等 于 零 ， 我 们 把 
所 有 的 定 直 加 以 编写 ,使 得 f=>n 干 1 的 臣 江 频 举 为 二 @， 好 cn 
二 土 %， 此 时 不 等 于 零 的 知 阵 元 内 有 ansl. 
现在 假定 所 有 的 波 国 数 加 邦 了 到 实 图 数 ， 出 于 为 实 量 , 从 而 


伯 ”这 是 在 检定 得 玻 动 疙 程 卡 发 现 前 由 次 森 们 于 1925 年 所 作 的 ， 


所 有 的 怎 阵 元 zs 都 是 实数 . 厄 密 条 件 (C11. 10) 式 表 胃 , 这 样 的 Yo 
拭 阵 症 一 个 对 称 算 阵 : 即 满 是 rt — Tn 
为 了 扳 出 不 等 于 要 的 生 阵 元 , 我 们 利用 下 列 对 易 法 则 : 


人 a 。 雇 
出 着 一 二 富 一 一 一 ， 
Ea 
把 它 写成 矩阵 形式 ; 
(hr) mn (Th) mn = 
+ 


利用 第 阵 滋 法 了 法则 (1L1. 12), 当 m= 时 ,上 式 为 


， - ,下 
+ > Con iTn Tin — Far nn) 一 2 > nT 一 i 
1 | “ 


这 个 求 和 式 中 ,只 有 41 一 x 土 1 的 项 不 等 于 堆 , 故 得 


(Tatl,n) “一 (rnp it) “一 【23， 3) 


2m2 
上 式 表 朋 , (zt 诸 基 组 成 一 个 算术 级 数 , 因为 它们 只 能 是 
正人 的 ,这 组 最 没有 上 限 但 有 下 限 , 出 于 我 们 内 编 定 了 各 态 的 租 对 位 
置 , 还 宙 有 人 峭 定 强 号 ?的 绝对 值 , 我 们 可 以 仔 选 一 个 # 值 对 应 杆 振 
于 的 绾 一 态 ( 基 态 }， 现 柑 取 这 个 % 值 等 于 零 ， 轩 此 zo,-; 现在 必 
须 看 作 记 等 于 堆 ， 售 次 应 用 =0, 1 下 的 {23. 3) 成 ， 可 导出 下 列 
结 末 : 





天 
《aa 1) "CO Te 
因此 最 后 得 下 齐 不 音 于 老 的 坐标 矩阵 元 宁 : 
i 
Dan = 2 (23. 4) 


名 ”我 们 选择 未 砚 定 的 周 林 zn{ 见 11 第 二 个 附注 )， 使 得 (23.41 式 的 所 春生 阵 
元 在 平 兴 权 前 均 取 正 守 .这 样 从 选择 总 是 可 能 的 , 四 为 这 个 下 阵 中 只 在 相 部 两 机 间 的 
跃迁 二 阵 苑 寺 不 等 于 替 . 
Ld 办 半 各 


算 答 豆 的 诅 阵 是 对 和 角 的 ， 并 且 和 扼 阵 元 五。 珊 是 签 求 的 振子 能 
量 本 征 候 加 、， 它 的 计算 方法 世 下 


jr BD 


-| 区 EO Tn OD Ign 二 oo: Yo | 
1 
-52 too! 十 Ca) Win: 


对 了 上 求 和 了 时 , 具有 “= 和 二 1 的 两 项 不 等 于 二 有 (23. 得 直 代入 ,得 
到 =(8 二 计生 一 0 3 2， (23. 5) 
由 此 可 见 : 振 了 本 的 各 个 能 级 芷 以 等 间 蜗 夺 o 依 次 排列 的 ， 基 坟 
{n= 0) 能 晤 为 5k: 注意 , 它 并 不 等 于 零 
(23.5) 的 结果 也 可 以 从 振子 的 苹 定 滋 方程 中 直接 解 吉 来 ， 这 
个 方程 的 形式 为 
Dy am pp Fo jy =0 (23. 全 


dr A 


为 方 合计, 最 引 将 侣 标 空 最 2X 换 成 以 下 所 的 盛 量 出 变 
E Ver (23. 7) 


则 方程 式 万 为 
pp" (2B io 一 二 站 用 一 人. (23. 8) 
式 中 的 搬 号 现在 代表 对 浇 微 商 . 
妆 吉 很 太 时 ,2 县 坑 史 和 如 相 比 后 忆 上 暗 去 不 计 ; 方程式 安 人 
上 其 有 渐 近 各 分 二 tn (对 这 个 国 装 求 铀 贾 后 ， 上 团 去 数 道 纹 较 小 
的 项 , 可 笃 划一 上 用 ， 仙 二 一 士 cc 时 波 辐 晓 哇 必须 保 持 有 也 
指数 上 的 答 守 名 化 玻 负 守 ， 因 于 ;我 们 是 然 且 本 式 代 人 入 (23. DR 
a 


y eT XE). (23. 9) 
结果 得 函数 xX (8) 的 一 个 方 积 式 
人 {23. 10) 
| 式 中 的 24 一 (2 有 io) 一 于 我 人 已 知 下 >0, 故 有 mw 一 到 |， 


式 中 的 国 数 性 对 点 的 所 有 在 限 值 踢 言 必须 保持 布 限 , 且 当 二 > 士 coc 
时 ， 不 能 比 的 任 一 有 限 次 蜂 更 快 地 趋同 无 穷 大 (以 恒 使 国 数 昌 
能 趋 杆 零 ). 

具有 当 半 尘 于 下 整数 (及 零 ) 时 ， (23. 10) 式 才能 有 这 样 的 解 
(见效 学 附录 $$ 4); 它 所 给 峡 敬 能 景 本 征 值 就 是 我 们 早已 知道 前 
(23. 95) 式 , (23, 10) 式 中 , 光头 等 于 各 种 正 整 数值 时 , 它 的 相应 解 为 
让 二 般 数 x 瑟 ( 昌 ,下 中 的 五。() 称 为 厄 密 亲 项 式 , 它 们 是 到 的 交 次 
He}—{—i)"erd (ee) /den. {23. 11) 

求 出 铬 中 的 科 数 ,使 名; 满 旦 归 一 化 笨 件 

| eaz=l 


结 尝 得 [ 见 附录 (a. ?7) 和 


er Ho 
加 (Co) = La ore HH, (ry He) C23.12) 
碟 基 志波 立 数 为 
1 2 
Poe) (Pe) 全” (23. 13) 
理所当然 ,这 个 半数 对 有 限 的 区 值 而 言 并 大 零点 ， 
计算 积分 式 | LL RN HH 给 出 ! 交 标 的 矩阵 元: 线 区 东 妆 然 也 
得 C23, 力 式 给 出 的 伍 霜 司 . 


村 兴业 


最 后 , 我 们 来 看 一 下 如何 用 和 矩阵 方法 求 出 加 滤 国 数 ， 我 们 注 
意 到 ,2 土 iwm# 算 符 的 矩阵 中 不 等 于 零 的 矩阵 元 只 有 


(下 一 ;az 一 (和 Hi 1 一 -Vi (23. 14) 
应 用 (11.11) 的 普遍 公式 ,并 及 考 虑 到 纱 -! 三 0, 可 得 下 列 结论 : 
(2— ior) ,= 0. 
把 $4= 一 i 过 名 代 人 上 式 后 得 到 以 下 方程 式 : 
dy¥ol dy = — ro, 


这 式 的 归 一 化 解 就 是 (23.13) 式 ， 并 由 于 


G+ dow) pe 1 = (H+ de) en ta i 22 可 


我 们 得 循环 式 


?3 产 过 
t= a ( 二 tor pe 


1 ” a 4 全 -i:" 
= (tb A( 外) 
上 式 对 (23. 13) 式 的 po 函数 连用 呈 次 , 即 得 (23. 12) 式 中 的 归 一 化 
波 国 数 办 ， 





Li 





| 题 
1。 试 求 振 亲 的 各 种 动 慎 习 的 几率 分 布 . 
解 。， 在 棒子 捕 搓 下 ， 不 采用 翅 定 态 波 消 数 区 成 动 最 梓 征 冰 数 组 的 太 法 ， 
而 址 搂 从 动量 表 红 中 的 和 蘑 定 二 放生 出 发 比 绞 六 得 简单 ， 反 05. 1) 式 的 人 准 标 
算 特 w= 斌 (didpn) 代入 (23,1) 式 , 加 得 "Pp 表 人 名 中 前 洽 窗 师 扎 : 
pm 从 3 
2 2 dr 
台 表 家 出 的 被 汞 数 G 人 0 所 满 刀 的 用 候 主 方 种 五 a CP) BED) 为 
ss 略 关 下 








datp} | 2 ( - 直 ) 
dp: te 2 atp) =0. 


六 个 方程 玉 好 和 如 3. 合式 琴 有 相同 的 形式 ， 鼓 共 解 可 以 黎 照 {23.12) 式 并 县 
写 出 米 , 外 此 得 电容 求 的 几率 分 布 为 


yp 1 yp : ( 世 ] 
12 一 一 一 一 -一 Fn 3 -一 一 一 一 
[on BAR Dan rnp Hol male 








2 试用 测 不 淮 基 系 式 (16.7), 求 振 寺 能量 可 能 值 的 下 限 ， 
解 ， 由 于 2 一 2 十 C6}?. pI 一 BP? 十 (3p) i 《16.7) 治 出 插 子 能 量 平均 什 


加 2 一 0 2 
ET EO): + (Sp)? 





2 2 2 
mn 1 » 
(0p) ta (Sp)’, 


求 马 上 式 的 极 涉 值 { 看 作 67 的 函数 ), 岂 得 弯 基 于 均值 前 下 限 , 故 对 能 量 的 所 
有 可 能 值 , 有 


Ei. 
3， 求 线 件 振 子 的 状态 泪 函 数 , 这 些 态 的 测 不 崔 闫 系 具有 极 小 值 , 妓 波 包 
中 的 坐标 和 动 重 标准 偏差 具有 关系 式 6p6x 一 也 多 (E. 苦 定 请 ，1926)09. 
解 ， 所 具 的 波 函 数 应 具 下 列 形 式 : 
¥ 全 ,机 一 





! tipr (PE  ， 

EE TE exp | 尘 - rE 让 (1 
式 中 任 一 时 划 的 性 标 依赖 关系 与 (16. 8) 式 一 致 ,=£(t) 和 FP 一 了 P(t) =mz(t) 
是 坐标 和 动 基 的 平均 值 ; 根据 (19, 3) 式 , 对 线 和 振子 讲 米 { 如 一 记 mw?z7 我 
们 有 六 = 一 mw?z, 故 其 平均 值 下 = 一 ma 球 , 或 

到 十 oo 二 一 0 {2} 
亦 去 (昌国 数 满足 经 典 运动 方程 ，(1) 式 中 的 常数 因子 应 由 以 下 的 归 一 化 
条 件 确定 : 


| | 可 |sax = 1 
除了 这 个 因 地 外 , 中 还 可 含有 一 个 周 相 因 子 , 其 周 相 办 (1) 与 时 间 有 关 ， 为 


中 这 些 态 称 为 相 于 态 . 
"88 * 


求 术 和 肌 吊 数 2x 和 本 知 国 阁员 上， 可 把 (1) 必 代入 下 到 波动 方程 
fi? pH 1 sp ika 
-十 Di = a 


了 2 (加 | 57) 
( 2 站 和 2 41x)+ 





代入 五 利用 12) 式 , 得 














而 = 如 (站) 十 广 0 
+ = FE 十 本 0 
因此 最 后 得 
rie (iPr mofr T+ 
Vp 
exn (dint— inzt 
exp | 一 汪 tot | 《3) 
江东 = 人 和 多 = 时, 上 上 式 室 成 半 及 了 202 项 担 天 的 其 埋 讶 国 整 ， 
相 志 态 中 振子 的 绊 均 能 大 为 
_ 2 ] DT 
+ Me 2 C4) 
1 


一 站 J mer + fori (元 十 于 ) 


为 袁术 中 项 子 8 的 于 均 “ 数 ”， 由 此 可 知 ， 祖 十 态 完 全 中 出 满 是 给 典 方程 
{2) 的 至 ( 检 隔 数 确 定 移 ， 这 个 晴 数 的 一 般 撒 式 训 用 下 式 给 出 ; 


THOT TT 2 


-一 ir 2 
mR ol? = 《5 1 


销 数 (3) 呈 对 钴 子 的 定 态 波 钢 数 展 不 : 


由 Sa 


Lt 
te = (rexpl ~ i(nt 3 Led), 
式 中 的 展开 系数 为 (参考 和 41, 题 1) 
直 要 中 二 


ai 一 | Wrpar, (6) 








村 而 得 所 于 时 于 第 五 个 定 芒 的 几率 Irix) 
二 | (7) 
这 证 洒 榨 分 布 . 工 
di， 一 个 粒子 在 个 别 执 场 中 送 动 (于 3) 
Urn C=.Ale™ er 
试 天 其 能 级 人 CP, NM, Morse). 一 必 
解 ， 正 能 摧 本 征 展 旺 连续 谱 ! 寺 其 能 级 图 3 
无 简 并 7， 而 负 能 恕 本 征 值 嘻 分立 说 
但 定 评 方 程 为 
2 + 【号 -- AeTies 2 
引进 -… 个 新 八 晨 
a 一 2 mm a 
Fr 
在 往 中 2 训 十 99), 并 令 {我们 沱 虞 分 立 谱 , 吉 名 之 四 
ADi vamd /|! 
e+ 人 


淹 健 定语 方 芭 总 以 下 形式 


" ! 2 ”这 
(4 
上 
当 一 0 了 时， 国 数 纱 的 洛 近 行为 和 ef 一 样 ,而 雪 此 0 时 , 切 和 至" 成 让 比 ， 


先 盘 到 波 函 数 的 有 有限 性 ， 我 们 所 选 的 解 当 5 一 o0 时 必须 象 。 ‘都 样 ， 而 当 
E20 时 必须 象 各 更 翌 ， 因 而 作 下 列 朗 央 : 
W eiagr0 (8) 

可 得 下 列 w 的 方程 起 

Ew 二 281 一 和 可 十 TW 二 让 , (2) 
求解 如 时 ,要求 吕 当 &-20 时 为 在 限 ，E 一 00 时 到 不 能 比 去 的 任 一 有 限 次 党 重 
快 地 处 南 无 限 大 ，(2) 式 是 一 个 合流 起 用 休 函 烤 的 方程 世 [ 见 数学 附 水 由)， 

Ww 5 二 1, EE). 

n 为 非 久 整数 时 即 得 满足 所 需 条 件 之 解 (上 时 下 函数 变 址 一 个 多 项 式 }. 按 定 
. 90 » 


关 (1), 四 此 得 出 的 能 级 什 为 


oan TY 
-了 =4| Ito+ 二 )|， 
其 中 的 为 让 台数 , 呈 的 数值 可 以 只 零下 始 一 直到 满足 - 3 本 sm 十 本 


最 :大 整数 值 为 个 1 国 按 定 立 和 驮 最 s 是 这 的 )， 国 此 耸立 诗 中 只 和 包 售 有 限 光 多 
能 级 ， 如 果 和 244Ai :a 之 地 .分 章 宪 错 就 他 杰 丰 存在 ， 

5， 二 是 中 = 一 Uy/ cnshiaw 
见 图 4). 

解 ， 诗 能量 坪 征 仁 呈 思绪 谱 ， 
久 能 量 本 征 值 旦 分 立 谱 ; 我 们 只 考 
虐 后 一 秋 情 说 ， 举 定 刘 方 各 为 








中 | _ 
莆 2 + + oa) 0 
把 融 最 换 民 二 =Tanhezzt 并 今 
wy — 2mE 2mU 17 /gt 
gt 1 = -一 "|] - 
an a St sa Tt es 小 


加 1 一 号 ) 三 多 |+| se+TD 一 Sr =. 


这 是 缔 合 加 让 德 藤 数 的 方程 ， 刀 仿 
p= (1 ~— £0)° ww (8), 
并 把 变 基 上 暂 财政 成 w 一 到 (1 一 入, 则 上 式 可 变 为 下 列 超 儿 何方 称 : 





村 1 一 息 ] 如 于 二 1 一 2 如 一 人 一 ETE 十 雪 十 1 让 一 他， 
£=1( 即 =00) 时 联 有 限 慎 更 解 为 
Pl EPle— ss, etst1, sti, (1— 8) /2, 
为 了 使 六 当 吉 = 一 1 z= 一 003) 叶 保 持 有 限 , 者 筑 有 有 2 一 3 二 一 ,而 二 0, 1 
2 一 个 和 多 贡 式 ,$5 二 一 1 时 让 为 有 附 . 
因此 人 能 级 测 条 全 8 一 £=# 所 厂 寺 ,得 出 


2 7 
,= | 一 Qt +it | . 
Bn wr 


松 据 e 盖 总 即 4<s 的 条 信鸽 手表 级 总 数 为 有 队 


8 24， 均 勾 场 中 的 运动 
考虑 一 个 粒子 太一 均 实 外 场 中 运动 , 取 外 场 方 向 为 x 辆 故国 ， 
令 玉 为 粒 了 在 该 场 中 所 受 的 力 ; 对 强度 为 8 的 电场 而 言 ， 此 力 
政 二 8 如 .8 为 粒子 的 电荷 . 
区 林场 中 的 粒子 势能 呈 = 一 Fz 十 常数 的 形式 ; 奔 常 儿 使 
得 z= 二 0 有 时 互 =0, 加 有 = 一 Fx， 这 个 问题 移 巷 定 浊 上 方 积 为 
dy /dr? + HB Fr) y=0. [24. 1) 


由 于 3 一 00 时 如 趋向 十 00,X 六 十 00 时 UU 一 00， 各 能 级 局 
然 组 成 连续 谱 , 能 量 吾 的 俩 域 占 有 从 一 直到 十 ce 的 整个 区 域 . 
共 中 没有 一 个 本 征 值 古 简 并 的 ， 所 对 应 的 运动 注 f 二 一 %9 方 同 为 
有 限 , 沿 YY 十 5 方 辣 为 无 限 . 

我 们 5 和 人 下 列 无 量 网 变量 来 代替 原来 的 公 标 变量 x 


4 
= (rrF) (3) . {224.2) 


2 
由 (24. 1) 式 呈 以 下 形式 : 
节 ”十 点 六 三 由 (24. 3) 
这 式 不 含 能 量 参量 ， 凡 此 ， 邵 能 求 出 一 个 解 满足 有 限 性 等 必需 条 
件 , 由 立刻 得 到 任 巧 能量 民 的 本 征 国 数 . 
(24. 引 式 中 对 所 用 都 取 有 限 信和 移 解 党 基 下 到 形式 《 见 数学 
附录 8 b): 
$8) =A4P(—A), {24. 4) 
其 中 


DO) i) 0s (Bu tu€ ja 


称 为 区 里 函数 ,4 为 归 一 化 因子 , 将 在 下 而 确定 之 ， 
当 8 祈 一 2 时， 妆 [ 引 区 数 按 指 数 规 很 趋 于 零 ，5 为 很 大 的 贡 
as 2 * 


值 时 , 节 ( 生 的 记 近 式 为 [ 见 (b. 1 式 了 


$8) ~ xp| ~ 号 ae (24. 5) 
当世 为 很 大 正 值 时 , 六 ( 刁 的 狐 近 式 为 [ 见 (b. 5) 式 人 D] 
Pee) -AE sin( 541 直 二 区 ) {21.61 


根据 连续 庶 波 硝 数 的 -- 般 归 一 -化 法 则 (5, 可 式 ， 我 们 可 以 殷 
(24. 4) 武 化 成 按 能 到 的 5 孙 数 加 过 归 一 化 的 函数 . 即 


[i (EBCEN d= (FE' — EF). (21.7) 


$21 中 曾经 给 出 过 一 全 简单 方法 ， 利 诈 波 了 胸 数 的 浙 近 式 求 晤 办- 
化 系数 .应 用 这 全 方 法， 我 们 芮 先 招 (24,6) 式 写 成 两 个 行 波 
之 和 
1 
,#5) ~ 二 4 £ dexp (i 一 7 | 
十 吉本 去 exp (- | x 小 


出 以 上 两 项 分 别 算出 欧 几 素 水 密度 等 于 . 





A 2 ne 
vg) 2 Pe) DE fx) =4 一 A 
令 上 式 等 于 1/2xh 得 到 
2 43 
用 a (24. 8) 
创 是 


求 处 于 多 习 声 由 的 一 个 粒子 在 动 到 表 尔 中 的 波 国 数 . 
解 。 动 总 起 象 中 的 蛤 窗 顿 算 符 为 


证 ”于 先 申明 , 渐 近 表 式 这 4,5) 和 (324, 扣 对 应 于 波 隔 或 在 举 典 伟 区 和 通 区 内 狗 竣 
择 和 典 表 式 ( § 47)， 
s 了 。 


7 1 pA 
m ys 


Fs 


玻 法 靖 数 9{ 妃 计 洲 普 的 藤 定 渤 方 名 共存 下 列 形 状 


-+( 才 -p= 


解 出 紫 式 , 即 得 佑 米 的 波 湖 数 


本 3 
cstP) 一 -去 3 Py 二 (2 | 
这 和 上 旺 癌 已 控 下 列车 人 性 归于 : 


| orga (Map=dE BF). 


$25. 过 射 系数 

生 科 来 洲 谨 -个 焙 子 ， 在 图 5 所 示 的 那 类 势 场 中 运动 : (x) 
从 基 固定 极限 值 (4> 一 cc 时 的 
D0) 开 始 . 单调 地 良 加 到 昂 一 辐 
定 极限 值 (x 之 oo 时 的 =00). 
要 所 经 开 力 * 华 基 RD 人 一 
全 粒 节 纤 这 锥 的 势 场 中 自 堪 向 右 
运动 时 ， 磁 到 “* 势 对 ”以 后 会 “ 反 图 5 
射 ? 回 来 并 开 娩 请 相反 的 产 阿 运动 ; 但 如 尹 >>Do， 该 粒子 将 测 原 方 
向 继续 运动 下去， 只 是 全 减速， 尼子 力学 中 则 会 产生 一 -种 新 的 现 
集 ; 即使 玉 >D0, 粒子 仍 有 可 能 被 势 尾 所 “反射 ?， 光 的 肥 射 几率 原 
串 上 可 用 证 法 算出 ， 

设 秘 子 自 丰 园 右 运动 ， 当 为 很 大 正 值 时 ， 波 函数 应 该 描述 
越过 * 壁 质 ? 并 水 机 的 正方 向 适 动 的 一 个 粒子 ， 它 的 渐 近 式 必 


sh 于 


rrir} 





r= 02 (|, 所 


文中 Kk = 2m{E-.U), 《25. 1) 


4 是 一 个 常数 ， 为 了 求 出 淇 是 以 上 边界 条 人 的 蔡 定 语 方 程 之 解 ， 
我 们 来 计生 4 地 一 品 时 的 新 好 起 ; 这 个 渐 近 式 符 于 目 出 运动 方程 
中 黄 个 独立 解 的 线性 组 合 , 具有 下 列 形 式 


rz 一 co 时 ， pits | Be ths, 
ki = (25. 2) 


第 一 项 相当 于 射 i 势 们 的 粒 闻 【我们 假定 8 已 经 中 一 化 成 这 
样 , 使 得 谈天 的 系数 等 于 一 了 第 三 项 代表 由 势 辟 上 反 计 的 粒 于 ， 入 
英 波 的 几率 流 密 度 为 玉 ， 而 对 反 般 波 为 1Bi*， 灶 这 冒 波 闵 
&2| 二 2， 我 们 把 粒 了 的 透射 票数 总 定居 成 为 透 关 小 的 几率 访 禾 谋 
与 人 射流 的 儿 率 流 密度 之 比 : 
D= (kf | 4|% (25, 3) 
间 理 可 以 定义 反射 系数 已 ， 它 等 十 反射 玻 与 人 射 恋 的 开 灌 让 密 度 
之 比 ， 显 然 有 五 二 1 一 七 
R=!1B|I?=1— (hk A.? (25. 4) 
《在 和 BB 自动 满 趾 此 关系 式 ). 
训 果 粒 闻 自 左 国 有 运动 而 能 广 二 00， 则 5 为 弛 虚数， 
7 一 十 co 时 波 国 数 革 指数 式 枚 城 . 太庙 访 明 就 和 入 毕 访 虽 相 等 , 亦 
贞 和 粒子 从 势 辟 "全 玩 和”， 但 顷 指 出 , 在 这 种 情形 下 , 如 <<U 区 域内 
找到 粒子 的 几 府 仍 不 等 于 老 , 但 随 衬 的 增 大 而 很 恢 地 减 小 . 
一 般 司 有形 上 , 任意 定 态 (能 草 吾 ->Co0) 波 困 数 的 渐 近 式 , 相 论 站 
z> 一 co 或 了 一 一 站 ,都 可 以 写成 洛 立 镍 的 柯 民 方 癌 行 进 的 酚 企 平 
面 波 之 和 ;: 
攻 - 字 一 CD 于， 功 二 Ae 二 Be 
too， B= Bae *T, 
和 由 于 以 上 两 式 部 是 比 性 微分 万 秩 的 问 一 般 区 的 新 近 束 ,系数 4 DD， 
和 A Bs 之 间 存 在 普 线性 关系 ， 了 区 由 王 ad HB 站 中 的 a 有 1 六 
» 5 ， 


(25, 5) 


和 直 了 两 个 常数 (全 - 般 讲 来 是 复数) , 依 肤 于 束 场 Ba 的 具体 形状 如 
条 考虑 到 了 玄 定 调 方 程 是 实 方程 ， 我 们 还 可 以 写 出 Bs 的 柱 应 关系 
式 ， 这 就 征 斋 , 设 功 为 万 给 柱 定 二 方程 之 解 ， 则 其 共 固 复 国 数 区 
也 十 该 方程 之 解 ， 它 的 渐 近 形式 为 

I>— cm, PB*=Afe hr Brews 
Fr 
此 式 和 和 {253.98) 式 的 甘 别 仪 在 丁 汶 系数 欧 记 导 ; 国 此 让 B23 = xB 一 
p4， 或 Pa 一 ci 有 4 可 邦 025.5) 攻 的 系数 站 存在 其 下 列 
4 一 wd | BB, B= A*Al + eB. (25. 6) 
没 z 轴 的 儿 球 访 究 上 讶 是 一 常数 ,这 个 条 件 导致 下 列 甘 系 
klA 1B | = k(t|A:|— | 五 z| 7). 
根据 (C25. 人) 式 ,把 二, Ba 换 成 击 , Bi, 结果 得 : 


2 
[ae 一 | 如 | 一 


庶 抽 (25. 的 了 ， 可 证 设 子 辑 的 区 轴 的 什 方 装运 动 
的 粒 闻 (对 于 给 定 为 ,了 一 U0) 其 有 相同 的 反射 系数 ; 在 前 - -种 情 
形 下 , 相应 于 (25. 5) 式 中 令 B= 二 0; 在 后 一 情形 下 , 站 令 机 一 0， 两 
神情 形 下 分 别 有 Bi/A1 王 一 BB*ja* 有 | As1Bs 一 Bjg*， 相应 的 反射 
系数 分 别 为 


(C25. 7) 














显然 尖 Ri=£ 2 


例 题 
1 并 粒子 对 一 直 自 娄 改 ( 岂 图 全 的 汉 身 系数; 读 粒 对 的 能 于 一 
解 ， 在 整个 >0 的 区 域内 小 荡 当 中 C25, 入 末 式 , 而 在 之 的 区 城 凤 中 
525.3) 的 形式 .党 数 有 4 各 可 碎 由 z= 点 钼 的 吕 及 dP jdz 的 连续 性 条 御 
96 * 


1+B=d, Ki]-. B=E,A, 
有 








反射 冀 数 5. 4 和 式 为 : 


区 


Us 





图 #5 图 7 
2。 求 粒 寺 穿 坟 让 人 角 煞 登 ( 风 图 7 的 透射 夭 数 ， 
解 ， 令 一 Co 并 许 和 人 射 粕 邯 自 去 向 右 运动 则 在 不 同 区 域内 的 没有 陋 数 
开战 济 


二 世上 时， P= Leiis 
用 < 时 ， 办 = Be'itiT +B' ei 
T= | 用， WUerts 


{在 人 能 有 落款 方向 行 让 的 租 秆 没 )，4，B，B” 和 和 局 锋 常 数 可 
雇 H| =3，w= 两 寻 的 村 及 dW iar 的 连续 性 杀 件 确定 . 于 射 系数 为 也 = 
一 六 | 人 下 | 呈 有 =| 安 | 由 此 算得 
p= dla 
{hi — R22 sinTeE, | Akik: 


下 时 ， 和 是 一 个 郊 盛 量 ;小 式 中 的 入 可 以 用 3 伐 赫 ， 而 天 < 一 


中 抬 开 力 学 根 限 辆 形 时 ， 扩 射 系数 必须 等 于 零 ， 可 是 ,此 全 亢 得 的 吕 式 中 根本 

湾 有 普 妆 苑 稼 数 . 这 一 党 观 政 盾 可 作 如 下 敖 秆 ， 经 典 极限 情 懂 相当 于 往 子 的 德 布 部 

意 波 长 ~ 让 /fp 远 小 于 所 著 虚 问题 中 移 特 征 太 度 ， 也 就 是 远 小 于 林 一 距离 ,在读 民 

蝶 离 内 ,; 势 场 UtP} 有 显 蒜 的 改变 ， 己 在 题 ] 中 ， 送 投 中 沿 等 填塞 ( 在 z= 成}， 志 十 
无 法 过 尾 色 胡 内 极限 撒 形 . 

» 7 ， 


V2m[0e 一 二 ), 妈 得 舱 库 的 五 式 : 
__ ES 
人 
3， 求 料 半 对 热 尽 为 UCg) = 二 Uo/ 十 er (图 村 的 太 币 系数 ; 读 粒 子 攻 
论 量 BU 
和 解 ， 褒 注 语 方 程 思 
2 : 
Et BT) 
我 们 须 求 一 解 ， 这 和 解 当 4-+ 十 22 阿 了 其 太 下 列 形 式 ; 
区 党 数 ee。 





引信 一 新 变量 
Ee 

(所 联 之 值 可 成一 2 到 从 ，, 扣 读 解 写 拭 下 列 形 式 ; 

以 二 i pi}， 
共 中 的 双 ( 刁 当 志 -0( 基 zeo) 叶 应 昨 士 一个 常数 ， 结 果 亿 ( 人 满足 下 列 相 
几何 方程 : 

El Bw + (1 2k/ a) (~ Ew’ Ck w/a:=0, 

其 解约 下 列 直 用 机 国 数 : 


w= (ie 一 十 和 人 
他 下 a 
{我 们 略 基 本 一 个 地 国庆 )，3 一 洁 时 这 个 还 囊 冲 向 1, 即 已 谐 是 所 朋 菜 件 . 
一 2o20 下 一 5) 寺 攻 国 数 的 汗 近 式 为 六 
态 二 : | 【一 Ee ttn .0 (EY Tk] 
一 《一 下 -让 本 十 四 se 人 
Ta 2th 1) 


其 中 OO 

fi he ty 
1 (~ aiksjfat 1) 

扩 求 的 反射 双 青 头 -joscula 计算 时 可 用 和 下 到 花 才 [公民 


Tr a) 二 /所 区 


二 


1 上 08 起 ,把 读 玉 于 的 两 个 1 的 申 几何 表 数 部 改 感 1， 也 就 是 说 ， 我 们 只 
最 称 广 展 忒 中 的 第 - : 硕 。 
m0 


我 们 得 


R= (Sp Oka) ol 
sinh[r Ch Ra) ri “ 


下 = 1 而 当 于 民 按 以 下 规律 起 于 全 : 


p= (4 ) 经 六 
a 


经 典 力学 极限 异形 时 性 果 真 变 成 零 ， Lx) 





4， 求 粒子 穿 直下 列 势 角 的 和 远 射 站 
系数 4 见 图 6}: 
tr 一 再 en 有 在 将 ， 工 
读 粒 子 的 能 其 BT, 图 8 


解 . 醉 守 雇 方 弄 和 和 823 是 5 之 解 和 同 , 只 要 所 庶 题 中 5 的 尘 导 三 改 一 
下 , 状 把 志 镭 件 正 纺 就 可 已 了， 其 和信 的 计算 给 出 解 
$= 一 人 (1 
全 斌 语 2 


其 中 前 


£=tanher. 2m 


这 个 解 已 经 渡 是 这 搓 的 条 人 ,使 得 # 一 we[ 即 一 4， 一 告 二 2e721 时 六 中 只 
合 亚 种 疲 【一 et， 应 用 超凡 和 何 图 数 变 换 式 (&. 7)， 这 个 波 霄 数 当 x 一 一 袜 
避 人 ”和 时 的 入 过 直 为 

fk i of i ik\ 
A To) 


ee TT 
1 i—s}7 (|+-8) 六 一生- 人 一 全 +s 二 1 
位 : 人 : 


算 由 上 式 中 两 个 系数 的 弄 旺 半 方 比 , 可 每 下 列 形式 的 运 身 系数 卫 = 1 一 六 


ba ~ 


21 


。 工交 
sirnih: 一 一 一 
他 


Sn 


~- 一 一 -二 ] [人 下 =- 一” 一 一 一 一 -一 
hn a + fmd 
inhii ng | — 
SINn 口号 {2 \ 1 2 
gap sln li 
> 时， = 一 -一 一 一 | 
BIDh 2. Fershil 4 a 一 ] 上 


s di 自 


第 一 式 对 了 < 的 情形 也 适用 , 此 时 粒子 不 是 起 过热 驮 两 是 越过 热 附 . 
有 是 的 足 , 当 [二 8 iD | co = (28 十 1)2 时 , DP=1, 出 就 是 说 , 当 甘 深 jFz| 


具 丰 后 当 数位 周 ， 在 势 阱 上 越过 的 粮 了 没有 反射， 这 个 结果 还 可 从 (2) 式 百 
出 , 当 s 为 下 整数 时 , 读 式 中 的 ez 项 不 再 存在 ， 


a TN 4 


第 四 章 角 动 量 


8$26. 角 动 量 
$15 中 推导 动量 守 民 律 的 时 贸 ， 我 们 利用 了 多 粒子 里 闭 系 统 

的 空间 区 习性 ， 险 了 这 种 丈 革 性 共 外 , 空 癌 还 其 有 有 和音 司 回 性 : 所 有 
的 冠 癌 方 向 都 是 等 价 的 ， 因 此 当 整 个 系统 线 人 在意 困 转 过 任意 前 以 
后 ,该 封 小 系统 的 哈密 医大 不 会 改变 ， 这 一 人 条件, 只 归 对 任意 哲 无 
限 小 识 转 市 音 能 够 福 足 , 不足 能 了 ， 

令 5 为 无 限 洒 旋转 舌 量 ， 它 的 长 旗 等 于 畦 和 角 6p， 它 的 方 由 
洛 着 转 办 ， 粒 子 的 径 矢 三 mm 经 过 这 种 旋转 后 的 改变 晤 Cr。 年 于 

dr = Xr, 

于 是 ,~ 个 任意 函数 多 (ri, mx …) 就 被 变换 成 上 列 卫 数 : 

pri Br, ra Gr, ot) = Br ra) rT, 


=p{rors, mn) -— D> Pp Xr Vy 


=-( 1: dP: > Va 及 {rl Fas ). 
其 中 的 表 式 
1+69p. > r,xv, 
可 以 看 作 “无 限 小 旋转 " 算 符 ， 无 限 小 旋转 不 改变 系统 的 哈 窑 峡 量 
这 一 事实 ， 可 以 用 “旋转 算 竹 ”与 妃 算 符 的 可 对 易 性 表 壕 之 〈 见 
8 15)、 由 于 单位 算 符 与 任意 算 符 都 对 易 , 而 59 是 一 个 全 矢量 , 这 
个 可 对 易 条 件 就 可 以 化 成 


* OT? 


(Srv rx. )=0, (26. 1) 
这 个 式 子 表述 了 某 各 守恒 律 . 

一 外 者 闭 夭 统 由 于 空间 各 向 同性 而 导致 的 守 钴 量 ， 斌 是 污 承 
统 的 角 动 量 (内 < 力学 ?2899， 因 此 算 符 之 jr XV 除了 一 个 常 因 
子 处 必须 正好 对 应 于 该 系 练 的 总 有 有 动量， 而 求 和 式 中 的 轩 一 项 
ro XX wa 村 应 于 一 个 个 别 和 粒子 的 前 动量 

这 个 比例 系数 应 该 等 于 一 谈 ! 因为 这 样 -一 来 ， 单 粒子 的 角 动 
县 和 表 式 变 成 一 访 rxV=rxp, 不 好 对 应 于 经 典 表 式 rx p， 今 后 ， 
我 们 总 是 用 多 作为 角 动 景 的 量度 单位 ， 这 样 定义 的 单 答 子 骨 动量 
筑 符 ,我们 用 1 下 示 . 之 , 整个 系统 的 角 动 景 算 符 ， 则 及 全 表示 之 . 
因而 单 粕 子 币 动 基 的 算 符 可 表 为 

1-:rxp~ -请 rx 吕 {26, 2 
其 分 亚 式 : hE = ?五 ,一 > 了 kl, = 2 — 2D,, Ri, rf,— yp, 

处 于 外 场 中 的 一 个 系统 的 角 动 量 一 般 讲 来 是 不 守 全 和 的 .但 如 
读 声 具有 上 基 往 对 称 性 , 则 角 动 量 仍 有 守重 的 可 能 ， 例 如 , 在 一 回力 
场 中 的 杀 统 , 日 力 心 引出 的 各 个 空间 方 厅 者 是 等 价 的 , 帮 相 对 于 三 
心 而 言 和 金龟 动 其 将 是 守 枉 的， 国 理 ,在 共有 轩 对 称 性 的 外 扬中 ,向 
运 对 称 秃 的 角 动 时 分 量 将 是 守 本 的， 所 洗 这 些 在 经 典 办 学 中 成 立 
的 守 得 律 , 在 量子 力学 中 也 同 释 成 六 ， 

对 人 角 动量 不 守恒 的 系统 讲 米 , 定 态 中 没有 确定 的 前 动量 值 . 芷 
这 尽 的 情形 下 ， 我 们 感 兴趣 的 往往 是 骨 动 最 丰 有 甩 给 定 志 中 的 平均 
位 ， 很 容易 证 明 ， 在 任 一 非 短 并 的 定 态 中 ， 角 动 最 的 六 均 值 等 二 
性， 因为 , 当 填 间 反 号 后 能 其 保持 不 变 , 由 于 所 给 能 级 只 用 一 个 定 
在 , 破 二 变 成 一 上 后 ,该 系 统 的 态 几 将 保持 木 变 .这 各 意 味 着 所 有 
各 昌 的 平均 值 特别 是 角 动 售 的 平 饼 值班 将 保 尘 不 变 ， 但 是 当时 间 
变 号 时 , 角 动 量 也 要 随 之 变 号 , 我 们 就 有 工 = 一 工 ， 从 而 得 工 =0. 
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如 果 从 平均 值 的 数学 定义 出 发 , 把 工 看 作 p*Ly 的 积分 ,也 能 得 到 
闻 样 的 结论 ， 非 简 并 坊 的 波 国 数 都 是 实 国 数 ( 见 8$ 18 末尾 ). 故 下 
列表 式 是 一 个 纯 砍 量 ; 
工 = 一 让 | 内 (Pr XV )Ya9, 
可 是 工 必 须 是 实 量 , 显然 有 LL=0. 
现在 来 推 时节 动量 算 符 和 坐标 算 符 以 及 和 型 量 算 符 的 各 种 对 

易 法 由 。， 异 助 于 (16. 2) 式 ,我 们 很 易 求 得 

{1,, x} =0, {ls, g} = iz, {ls, 2} = — iy, 

{ly} =0, {hy, 2} = ix, {ly, wm} = — ts, {26. 3) 

{1,, 2 =0, {lx} = iy, {1 y} = — ii. 


Ly— yl (1/h) yp -sb )y—y (ybs—2Py) (1/k) 
=— (2/#) {PD,, y} = iz, 
《26. 3) 诸 式 可 以 并 写成 下 列 张 量 形式 
{li, ray = ternrg, (26. 4) 
其 中 的 eri 是 一 个 三 秩 反 对 称 单位 张 量 外 , 而 1 是 一 个 巷 标 它 在 
同一 项 中 出 现 两 次 , 即 表示 对 该 下 标 求 和 ， 
问 样 , 容易 证 明 , 角 动 量 算 符 和 动量 算 符 之 问 也 蓄 足 洗 全 类似 
的 对 易 关 系 式 : 


呈 三 茶 反 对 称 单位 张 轴 ef 业 称 为 草 位 轴 张 量 ) 的 定 区 油分 量 siis=T 且 对 三 
个 下 标 金 部 世 姑 基 的 一 个 张 明 ， 它 得 27 个 分 莉 中 , 显 航 只 有 8 个 分 屋 不 过 十 零 , 这 6 
小 分 量 前 下 标 i 上 £2 等 了 于 1,2,3 的 基 种 置换 ， 吉 果 可 以 成 1,2,3 出 发 对 拉扯 束 江 以 
后 衬 到 因 术 地 庆 册 恋 分 量 竺 于 十 1， 恕 果 这 种 洲 换 并 数 为 冶 数 ， 则 读 分 量 等 十 一 1， 
显然 有 

ii 有 二 ne 全 He = 
两 个 括 莉 点 ,至 移 舌 积 不 x 里 二 心 的 分 其 可 以 通 过 wisi 张 莽 长 为 
Cr rtd i. 


s TF 


和 B,} 一 ie (26. 5) 
利用 这 些 公式 , 容易 求 出 1 1, i; 算 符 间 的 对 易 法 则 ， 例 如 
下 (人 一 
一 (iz 一 2 到 一 zi. 三 .一 尼 
一 一 五 。 :i 
故 
人 一 《26.6) 
{7 一 ie 《26. 7) 
系统 的 总 角 动 量 算 符 上, 上, ££, 之 问 也 满足 同样 的 关系 式 ， 这 是 
因为 不 同 粒子 的 角 动 量 算 符 是 短 此 对 易 的 , 例如 
Di oe Do Dl Dharlos— loslor) 
=i 1. 
了 
{fF,, by i, {L,, Pb} =if,, {i,, Pb}=if. (26.8) 
(26. 8) 式 灯 明 角 动 其 的 三 个 分 景 不 能 同时 具有 定 们 (除非 这 三 个 
分 量 问 时 等 十 零 ， 见 后 )，、 从 这 一 点 讲 来 , 角 动 量 和 动量 具有 基本 
的 区 别 , 动量 的 三 个 分 量 是 可 以 同时 具有 定 值 的 ， 
从 捧 , 记 ,等 算 入 出 发 ,我 们 可 以 组 成 角 动 量 失 量 的 楼 量 平 
方 算 符 , 并 用 工 ? 表 示 之 : 


L2— b2 -Pa + £2. (26., 9) 
这 个 算 符 和 5, 记 , 5, 等 算 罕 分 别 对 易 : 
{2 b=0, {2, b=0, {L$£,} =0. (26. 10) 


例 记 1, 应 用 (26. 8) 式 , 我 们 育 
{£2, F,} 一 L, {L,, L,} 十 {上 ,, L,}L, 
=—iCb hb, + hh,), 
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{Es, Ly = i by LL,), 
{£2, L,} ==0. 
以 上 宇 式 相 加 , 可 得 全 5. 名} =0， 从 物理 上 上 讲 来 ，(26. 10) 式 表明 
了 角 动 量 的 下 方 〈 即 其 绝对 值 》 可 以 和 它 的 一 个 分 量 同时 有 具有 
定 值 . 
为 方便 计 , 通常 用 下 列 复 组 合 量 代 杰 5, 和 上 , 算 符 : 
L = it, L =f -ik,. (26. 11; 
应 月 (26. 生起 :进行 直接 计算 后 ' 很 易 证 明 下 列 对 易 法 得; 
{LL +r=-2F,, {both,, {ht}=— LL (8.12) 
不 难 难 让 
L:=£, Erf_ f=- 7, ff.. (00. 13) 
最 后 ， 我 们 来 写 上 出 常用 的 单 粒 子 角 动量 算 符 在 球 坐 标 中 的 表 
下 不 ， 按 照 通 常 方式 引进 球 坐 标 
r=rsinDeosgp, y=rsindsing, =7cosd, 


经 过 簿 单 计算 后 , 可 得 下 斑 素 碟 ; 


网 , 可 
Li (26. 14) 


1 er (+ + icot 0 ) (26. 15) 
代入 (26. 13) 式 中 , 得 下 列 虞 式 的 单 粒子 角 动 昌平 方 算 符 ;, 
< 1 32 3 
上 一 一 -| dp: r+ 和 sing 廓 | Ge 16) 
要 注意 的 古 , 土 式 除了 一 个 莱 积 因子 外 就 是 拉 闭 拉 斯 算 往 的 角 部 . 
8 27。 角 动 量 的 本 征 值 
为 了 求 出 单 粒 子 角 动量 沿 莫 一 上 方向 的 分 量 的 本 征 什 ， 壤 寻 护 
赦 分 所 灌 的 方向 取 作 极 轴 ， 并 在 球 坐 标 系 中 洪山 该 算 符 ， 相 据 
(26, 14) 式 , 方程 区- 一 站 和 可 写作 


= i. 


一 和 3 有 /3p = i,y. (27. 1) 
其 解 为 
$= 了 (r, 的 er 
其 中 的 ft7, 四 是? 和 妖 的 任意 图 数 ， 为 了 使 则 请 数 是 单 值 语 数 
起 见 , 它 寻 史 而 言 必须 其 有 周期 性 , 其 周期 为 2x.， 由 此 得 汗 
1 二 1m, 其 中 tr 二 0, 土 1 土 2,… (27. 2) 
因此 本 征 值 1 是 -… 些 正 负 整数 , 零 也 包括 在 内 ，2; 算 符 的 本 
征 也 数 依赖 十 wg, 这 个 依 琅 于 vw 的 因子 可 写作 


1 
Dm) = 2a) 2eimr。 (27. 3) 
这 种 录 数 已 按 下 式 妇 一 性 : 
| SC) Pn (pdp =6nm (27. 4) 


系统 总 角 动 量 z 分 量 的 本 征 值 显 然 也 等 于 一 些 正 负 整数 : 
工 : 一 虹 , 其 中 型 一 避 十 1, 士 2 (27. 5} 
{这 是 因为 了 算 符 等 于 相互 对 易 的 单 粒 子 算 符 1, 之 和 ,) 

由 于 z 轴 所 取 的 方 血 并 无 任何 特殊 性 ， 显 然 对 过 6, 或 对 角 
动量 沿 任 一 上 方 向 的 分 量 讲 来 , 也 能 得 局 样 结论 ; 亦 即 它们 只 能 取 整 
数 悟 ， 这 个 结论 粗 看 起 来 似乎 有 些 不 大 合理 ， 特 别 是 我 们 把 它 应 
用 到 两 个 舍得 无 隧 近 的 方向 上 的 时 候 . 但 在 实际 上 我 们 必须 记 
住 , 了 ,, 了 $, 算 符 的 唯一 共同 本 征 函数 只 能 对 应 半 下 列 本 征 值 : 

二 一 也 7 一 了 
这 种 情形 下 的 角 动 最 矢 时 等 于 和 零 ， 从 而 沿 任 一 方向 的 投影 也 都 等 
干 零 ， 本 征 值 5, 5y, 工 , 中 只 此 有 一 个 不 等 二 零 , 上 ,，L,， 上, 算 符 
就 没有 共同 本 征 函 数 ， 换 条 话说 , 不 看 在 这 样 的 态 , 该 态 中 两 不 或 


忆 第 动 基 妇 量 的 本 征 值 按 忆 惯用 严 标 志 忆 ， 它 和 竹子 的 质量 求 用 相同 的 记 了 肝 ， 
热 而 在 实际 上 不 会 叶 致 福清 . 
站 106 站 


三 个 沿 不 同方 向 的 角 动量 分 量 算 符 可 以 间 时 具有 (不 爹 竺 于 零 的 ) 
定 慎 , 因此 我 们 只 能 谈 到 其 中 的 一 个 分 景 为 回 数 . 

一 个 系统 的 各 种 定 态 之 闻 的 差别 , 仅 在 于 WW 值 不 同 的 那些 定 
坊 具 有 相同 的 能 量 值 ; 这 是 根据 * 轴 方 向 苟 无 特殊 竹 这 样 一 种 一 
般 落 虑 得 知 的 、 因 此 , 角 动 量 为 守恒 { 并 不 等 干 零 ) 的 系统 , 它 的 那 
些 能 级 总 是 简 并 的 @. 

现在 来 求 角 动量 平方 的 本 征 值 ， 我 们 只 从 对 易 甘 系 (26. 8) 式 
出 发 ， 看 一 看 怎样 求 漠 这 些 本 征 值 ， 今 轨 w 为 某 一 简 并 能 级 中 工 - 
值 相 同 但 ( 值 不 同 的 那些 定 态 波 函 数 @. 

首先 ， 由 于 = 轴 的 两 个 方向 在 物理 上 是 等 价 的 ， 对 每 个 正 慎 
MH=| 了 |, 就 有 一 个 对 应 的 负 值 于 = 一 | 型 |， 仿 三 ( 平 整数 或 赤 ) 
为 L? 给 定 后 | 六 | 的 最 大 可 能 值 , 这 一 上 限 的 存在 , 是 由 于 工 : 一 站 
= 了 各 填 各 代表 正 物 理 量 2 十 蕊 的 算 符 ， 它 的 本 征 值 不 可 能 是 
负 的 . 

把 名 5, 算 符 作用 在 了; 的 本 征 国 数 Ww 上 , 应 用 (26. 12) 式 的 
对 易 关 系 伍 ., .十 5,, 可 得 

ff w= (CMEDNL, py. (27.6) 


十 这 是 310 中 提 到 过 的 一 个 普遍 定理 的 特殊 情形 , 该 定理 指出 , 如 果 存 在 两 个 
或 两 外 以 上 的 守恒 量 它 全 的 算 特 并 不 相互 对 易 , 那 末 能 级 是 简 并 的 .现在 的 三 个 角 动 
是 分 量 就 中 这样 一 些 基 ， 

多 ”这 里 已 假定 和 不容 在 附加 简 并 , 这 种 附加 阐 间 会 蔗 龟 动量 平方 值 不 同 前 志 丘 有 
相同 的 郁 划 值 ， 这 样 的 假定 , 对 分 立 谱 而 言 是 成 六 的 (库伦 场 中 古训 的 个 热 简 并 除外 : 
见 音 356), 对 连续 庶 击 言 一 般 并 不成立 .可 是 , 即使 有 这样 的 附加 立 并 存在 的 时 以 ， 我 
们 总 可 以 选取 这 样 一 亦 本 征 函 数 , 这 套 本 征 靖 数 岳 漠 述 的 各 个 态 中 L: 具有 各 种 定 值 . 
从 而 可 以 再 夸 中 选 盟 一 些 妆 坊 ， 它 们 具有 相同 的 吾 值 和 相 周 的 世 : 导 .这 一 事实 的 可 
能 性 , 其 数 学 上 讲 来 , 是 巾 于 一 组 对 易 算 特 的 年 隆 总 能 加 芭 同 时 对 角 化 .为 简单 计 . 我 
人 下面 乎 考虑 这 些 而 加 简 并 ,因为 根据 上 还 理由 ， 所 得 的 嬉 记 实际 上 芋 知 有 有 无 附则 简 
并 的 假定 无 关 的 . 
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由 此 可 网 上 .py 前 数 相当 于 工 , 值 等 于 形 二 1 的 本 征 函 数 (除开 一 
个 妇 一 化 常数 外 ); 我 们 可 写作 
yasi 一 常数 x ou， (27.7) 
划一 常数 x Lpy. 
如 果 在 第 一 式 中 令 于 = 了 则 必须 有 下 列 但 等 式 : 
无 | 六 了 一 站 C27. 8) 
国 为 很 据 定义 及 > 二 的 态 是 不 存在 的 把. 算 符 作用 于 .上 式 ， 
并 利用 (26. 13) 式 , 可 得 
bb y= (DL Bf) p=0. 
但 由 于 pw 是 工 和 记 . 算 符 的 共同 本 征 汞 数 , 我 们 有 
28, Lp, Lipr= Tp, Pp =—Lys, 
故 由 前 式 可 得 
TI. 一 无 (所 十 IT). {27. 097 
(27. 9) 式 确定 了 欲求 的 和 角 动 晤 平方 本 征 值 ; 三 可 以 到 所 有 的 
正 整 数 傅 ， 包 括 零 在 内、 对 给 定 的 一 个 卫 值 而 言 ， 角 动量 分 量 
工 - 虽 可 以 采取 以 下 的 各 种 数值 : 
M=L, L—1l,,—L, 《27. 10) 
总 其 有 2 五 二 1 个 不 同 的 值 ， 关 此 ， 角 动量 为 的 能 级 具有 (2 工 一 
1) 重 简 并 ; 通常 称 为 角 动 景 方向 上 的 简 并 ” 角 动 量 工 :-0( 当 三 个 
分 量 全 都 为 零 时 ) 的 态 并 不 简 并 ”这 种 态 的 波 函 数 是 球 对 称 的 . 这 
昆 因 为 在 任意 无 限 小 转动 下 ， 改 变量 世间 此 时 为 零 
为 简便 计 , 我 们 按 习惯 当 称 一 个 系统 的 “ 鱼 动 量 " 为 二 其 含 广 
是 指 角 动量 的 平方 值 等 了 于 CL 二 1); 角 动 量 的 < 分 量 通 沼 就 叫做 
“ 角 地 量 分 量 ”. 
对 单 粒 子 角 动量 而 言 (27. 9) 式 可 写成 
于 一 人 二 《27.11) 
我 们 用 小 写 的 了 代表 单个 粒 子 的 和 动量 ， 


* IDB " 


现在 来 计算 工 : 和 工 , 在 荣 个 表象 中 的 第 阵 旋 ， 这 个 家 你 中 匠 
能 有 曙 以 及 LL 和 工 ; 都 是 对 区 (人 1926 年 , 玻 恩 . 诲 森 伯 , 约 当 )， 首 
先 , 我 们 注意 到 ， 由 于 和 和, 算 敌 与 如 算 符 分 别 对 易 ， 它 们 的 从 
阵 对 能 显 而 音 旦 半角 形式， 也 就 足 说 , 对 有 具 和 有 不同 能 量 值 (以 及 不 
同 角 动 虽 值 荆 ) 的 那些 态 而 言 , 这 些 态 之 问 的 跃迁 矩阵 元 全 者 等 于 
零 ， 因 此 , 我 们 只 需 考 虚 同 一 简 并 能 级 中 具有 不 阿 寻 们 和 的 那些 态 
之 间 的 跃迁 绰 阵 光 就 可 以 耳 ， 
由 (27,7) 式 可 知 ， 算 符 卫 ;的 矩阵 中 只 有 天 一 1> 肝 的 跃 
吞 阵 元 才 不 等 于 零 , 而 在 算 符 了 的 给 阵 中 只 有 并 -> ; WY 一 1 的 跃 和 
秆 阵 元 不 等 于 零 ， 泛 虚 到 这 一 点 以 后 , 我 们 在 (26. 13) 式 的 两 边 各 
取 洒 骨 知 阵 元 , 可 得 由 
LL)=<WH IL |WH—1l><H 1lL_INM? + HM? 
注意 到 算 符 上 ,, 了 都 是 厄 密 的 ， 
< 形 一 II HM>= NIL |M—1i>* 
我 们 本 以 把 前 式 改 写 戌 下 到 形式 : 
en |E M1 = DNNM1) 
~ LM){L :MM), 
Ea 
< NH >=<Ho 1|L|M> 
vO MIL- H+1). (27. 12) 
因而 好 Ls 条 1 工 ; 本 壬 讲 来 ,不 等 十 零 重 知 阵 起 为 


汪 ， 为 漳 便 计 , 我 们 往往 在 短 隆 元 的 记 娃 中略 共 一 些 撞 标 ， 这 些 所 耻 指 标 对 潜 朱 
阵 耐 高 是 对 角 风 包括 指标 二 在 纠 '. 
地 此 式 中 根 号 前 所 选 的 慎 号 , 与 第 动 时 本 年 函 数 申 记 选 的 周 相 基于 一 兹 ， 
| 


MIL M1>= :MilL,|N: 
-3 UT HT) 


(27.13) 
< 人 MILIM1l>=— NH-1iL NH; 


-iV UITM HT 


Lz 和 工 ,给 阵 中 的 对 骨 苑 者 等于零， 由 于 对 角 奸 阵 元 代表 恋 
最 在 有 关 态 中 的 平均 值 , 从 而 在 Ls 具有 定 值 的 态 中 , 平均 值 工 - 和 
五, 为 零 . 由 此 可 知 ， 如 果 有 角 动 量 分 量 在 空间 某 一 指定 方向 具有 定 
值 , 则 矢量 工本 身 也 沿 该 方向 ， 


$ 28， 角 动量 的 本 征 函 数 
当 入 的 数值 事先 规定 后 ， 一 个 粒子 的 波 函 数 并 未 完全 确 
定 ， 这 是 因为 以 上 两 量 的 算 符 在 球 坐 标 表 式 中 只 含 6 和 yp 角 ， 从 
这 一 点 可以 看 出 它们 的 本 征 函 数 中 可 含 一 个 依赖 于 + 的 任意 因 
子 ， 我 们 现任 只 考虑 访 波 镜 数 中 表征 角 动 量 本 征 消 数 的 那个 角 部 
因子 ， 拒 它 记 作 了 了 im(9, 的， 具有 下 列 归 一 化 条 件 ; 
|izalzao=l 


关中 do= sin9d0dg 为 立体 角 元 ， 
我 们 以 后 将 看 到 ， 在 求解 卫 和 i, 算 符 的 共同 本 征 国 数 问题 
中 , 允许 把 变量 0 和 分 离 升 来 , 把 这 个 函数 写成 下 列 形式 : 
Yim= Dnt) On)D), (28. 1) 
其 中 的 ®。 (Pp) 为 算 符 i; 的 本 征 函 数 ， 已 由 (27. 3) 式 给 出 ， 由 于 
Bn 函数 已 按 (27.4) 式 的 条 件 妇 一 化 , 因而 晶 ,w 示 数 的 归 一 化 条 件 
| i190l?singa0=—1. (28, 2) 


了 了 从 二 


z 或 各 值 不 同 的 mw 国 数 是 自动 正 区 的: 
| Ir Fmsingdnar 一直 pm， 1 了 全 3 》 
D 0 


因为 它们 是 对 应 于 不 同 本 人 征 值 的 角 动 量 算 符 的 本 征 耳 数 ， 人 ty 
这 组 函数 本 身 是 相互 正 交 的 [ 见 (27, 4) 式 ], 因为 它们 是 1 筑 符 的 
不 同 本 征 函 数 ， 对 应 于 该 和 欠 社 的 不 同 本 征 值 m， 日 ,wn( 罗 这 组 冰 数 
本 向 并 不 是 任何 角 动 旺 算 符 的 椒 征 函数 ;根据 (28, 人 ) 式 , 它们 对 不 
同 的 了 而 言 症 相互 正 交 的 , 但 对 不 同 的 记 而 言 并 不 正 交 ， 

计算 所 求 表 数 的 最 直接 方 法 是 把 也 算 符 写 为 球 坐 标 如 表 式 
[26. 16) 直接 过 解 它 的 信和 办 方程 式 卫 区 =E9 成 为 


名 
sin 0 3 )+ 1 $j- DNp-0 
sin’t deo” 








sin Sin :5 
把 (128.1) 形 式 的 站 代入 上 和 式 , 可 得 只 io 图 数 的 方程 陈 


1 do. 证 多 mm i na ，， 
gsine 40 )- = a Om i tiit 1 1 =O. C28, i 1 


这 个 方程 在 球 谐 隐 数论 中 是 熟知 的 ， 当 ?> |ml 为 正 整 数 时 ， 
上 式 有 具有 滑 是 单 值 条 件 和 有 跟 条 件 的 解 ， 与 上 节 用 虐 阵 方法 求 得 
的 角 动 量 本 征 值 相 一 致 ， 它 所 对 应 前 解 称 为 综合 勒 让 德 多 项 式 
Py (cos 四 ( 见 数学 附录 8 oo， 应 朋 归 一 化 条 件 (28. 2), 得 到 作 


On Di (Tm pr(cosb). (28.5) 





2 CF- ne)! 
上 不 中 已 经 假定 了 m0。， 当 六 为 俱 值 种, 我们 琵 用 定 羡 
从 im 二 (—1)"D ,In | (28, 请? 


换 箱 话 谤 ，(28,5) 式 中 腥 去 {一 1)* 因子 并 扫 训 慌 成 im| 后 即 得 
< 人 首 ) 作 和 


了 中 一 化 敌人 当 枯 下 和 古国 全 于 我 们 在 本 蔬 中 霖 用 (£28.31 


坷 子 . 工 达 志波 的 倍 点 ， 全 为 3$00, 106 WI 107 向 衣 附 这 好 能 组 扯 ， 
mr Ii1i 坚 


由 此 可 知 ， 攻 动 世 本 证 因数 在 数学 上 陨 是 用 等 珠 方 式 册 -化 
后 的 胡 诺 国法， 为 人 参 基 计 , 我 们 写 出 上 还 定 区 下 的 范 整 表 式 : 
Yn (h, Le 





,jf Cl mt : 
rr_. r 二 | 1 m+1 time 和 .了 
【一 】) 王 和 Cm mr (eosd)ei™r, (28,7) 
特别 大 
F 一 HY 2 1Pi(eosg)， 《28. 8) 
电热 , 了 和 反 导 的 两 个 国 娄 ,存在 下 列 关 系 : 
《一 上 和 由 了 2. 9) 


涩 二 0( 从 而 有 这 = 二 人 时 ， 球 谐 辣 数 灾 成 一 个 常数 ， 换 和 句 话 
说， 向 动 等 主 安 的 补 了 态 法 本 玫 内 依 的 于" 亦 即 具 有 球 对 称 
性 , 这 和 27 生 的 一 般 论 述 显 -“ 广 的 ， 

闪 班 值 给 定 以 后 ， 也 可 从 Im | 开始 依次 地 等 于 下 的 备 个 递增 
本 征 仁 ， 根 据 本 征 函 数 的 一 般 等 点 原理 G 21)， 我 们 可 以 导出 这 
样 的 结论 , 全 :nm 函数 村 1 一 | mi 个 不 同 的 8 角 而 言 可 以 等 于 零 ; 换 
句 话说 ， 它 以 球面 上 的 1 一 1m | 条“ 续 线 "为 告 线 。 如 果 整 个 第 部 
函数 中 的 es 同 子 用 实 困 子 cosmg 或 sin mg 来 代替 外, 它 还 有 具 
有 | 于 | 条 “经 线 * 节 线 ! 从 而 划 线 总 数 等 于 1. 

最 后 , 我 们 来 看 一 下 怎 笠 用 矩阵 方法 算出 全 ,图 数 , 它 和 823 
中 讨 算 据 子 波 阔 数 时 所 采用 的 做 夸 类 似 ， 从 {27.8) 式 1Yn = 二 0 出 
发 ,应 用 (26.15 式 的 二 算 符 , 并 把 它 作用 在 下 列 隔 数 上 :; 


了 :一 -eit (0), 


2 


和 
人 六 一 ¢ cot 总 的 | 一 心 , 


富 计 种 函 繁 席 对 应 的 态 中 汕 有 硝 定 的 ?, 柱 . 但 可 以 具有 几率 相符 的 土 m 壮 ， 


。 Ti2 。 


因而 全 n= 二 策 数 x sin'8， 应 出 妇 一 化 条 件 求 贞 些 常数 后 , 得 


ED! i 


人 名， 一 (CD 一 一 一 -一 一 FT ai (有 (28, 10) 





其 次 , 应 用 (27.12) 式 , 我 们 有 
i Tm 1 一 世人 ) wa mm v(m) m+ DTY, 
重复 应 用 此 式 , 得 


一 中 ?1 I rm 
二 一 ET ) 


采用 (26. 15) 式 的 1 算 符 ,易于 把 上 式 帮 边 计 算出 求 . 我 们 有 
i [ffyeimr] em lesin!” "0 fsin™d), 


重复 应 用 此 式 , 得 





(1) emO emsin "0 py msin'dO,). 


应 用 于 成 以 及 (28.107 式 风口 万 后 引得 








27-:1 mt 1 A m 2 
Onl =i) 2 (Cm) sin ddd-m 上 


(28, 11) 
环 式 看 1(28.5} 式 相同， 


#23. 矢量 的 禾 降 元 
我 们 再 来 考虑 一 个 多 粒子 封闭 系统 了 3; 设 了 为 标志 该 系统 的 
任 一 标量 物理 量 , 对 应 于 这 个 晤 的 筑 符 为 地 任 一 标量 对 该 系统 的 
航标 系 旋 转 而 言 是 不 变 的 .因此 标量 算 符 了 经 过 旋转 变换 后 保持 
不 变 , 即 了 与 施 转 算 符 相对 易 ，、 我 们 知道 , 除开 一 个 篆 因 子 外 ， 无 


由 本 节 所 有 的 结论 , 对 转注 总 中 的 一 个 粒子 而 者 上 汕 是 成 立 的 :一 般 讲 来 .对 总 有 
动 盖 守恒 的 系 入 而 言 也 是 成 立 的 )， 


了 了 


呢 小 旋转 筑 符 等 十 角 动量 算 符 , 占有 
{ff LL}=0 (29. 1) 

根据 了 和 角 动 量 算 徐 的 问 对 易 性 可 知 ， 在 L? 和 碟 为 对 角 的 
表象 中 ,了 矩阵 对 下 标 王 型 而 言 也 是 对 角 的 .再 则 , 形 仅 决定 于 系 
统 和 誉 标 轴 的 衫 对 取向 ;一 个 标 避 的 值 是 和 这 个 取向 无 闫 的; 因此 
我 们 可 以 阅 , 征 阵 匹 < 关 也 3 了 2 和 > 是 和 形 值 无 关 的 ;2 暂时 代表 
除 工 和 性 外 确定 系统 状态 的 所 有 其 子 数 ， 上 述 论 断 可 以 根据 算 入 
了 和 上 了 ; 的 叮 对 易 性 形式 地 得 到 证 帮 : 

fh.—h,f=0. (29. 2) 
把 上 式 的 和 工 , 于 坟 W, 二 ,和 开 -11 路 和 红 锋 光 写 出 来 . 游 虑 到 元 , 算 
守 只 有 一 个 4 记 . 开 二 上 了 , 于 十 1 矩阵 元 不 等 于 零 , 可 得 
< ,Af 五, WH >an, L,IL |n, L, M> 

一 < 各 下, HELE, ln LE, Ucn, L, MF, EL, > 
由 了 于 工 ; 的 第 阵 元 蕊 指标 如 无 半 , 我 们 用 

< EL M1 fn, EL, MN 1 ep, EL, Hfln, 《29.3) 
可见 娃 什 不同 ( 式 它 指标 相间 ) 的 所 有 < 无 型 [|s, ,> 是 相 
等 的 ， 

如 果 把 上 述 结 论 应 用 到 哈密 帆 呈 本 身上 米 ， 就 可 得 出 早先 的 
结论 ， 荐 ! 定 恋 的 能 英和 蜡 无 关 ， 也 就 是 说 ,能 级 具有 《2 了 十 二 重 
簿 并 . 

盐 演 ， 谈 名 为 标志 持 闭 系统 的 其 一 估量 物理 量 ，、 当 恋 系 统 的 
司 标 系 转 玛 后 (如 为 无 限 小 旋转 ， 即 用 和 角 动 量 算 符 作用 后 )， 一 个 
多 量 的 并 个 分 量 就 变换 成 为 它们 之 疝 的 线性 组 侣 因此， 下, 算 符 
和 44; 算 符 和 的 对 易 结 果 ， 必 然 仍 得 到 该 矢量 的 -- 些 4; 分 量 ， 确 切 
的 形式 可 以 这 样 求 则 ， 只 要 注音 到 ， 在 总 为 粒子 经 人 尔 的 转 弥 情形 
下 , 应 该 得 到 (26. 拉 式 ， 因 此 得 出 下 列 对 易 法 则 : 

1f,, As} = jeid,. 《29. 4) 
» 了 学 +， 


[i 


这 此 对 易 武 使 我 们 有 可 能 对 4 ， 4， 4 诸 分 虹 的 审 防 形式 作 
出 一 系 到 的 结论 全， 首先 ， 我 们 可 以 求 出 对 沁 些 跃迁 本 言 知 和 阵 必 
才 可 能 不 为 赤 , 也 就 右 冰 出 它们 的 选择 定 则 . 但 是 . 我 们 不 准备 在 
这 里 进行 这 种 所 民 的 计算 , 以 后 将 会 讲 明 司 107)， 这些 克 择 定 则 ， 
实际 上 夸 一 个 矢量 的 一 般 变 换 性 质 的 直接 结果 , 根据 变换 性 质 , 几 
平 无 需 计算 , 就 可 以 把 它 求 出 来 ， 在 这 里 我 们 先 不 加 证 浪 , 具 给 ! 
这 些 选 择 定 则 ， 

所 有 矢量 分 攻 的 跃 计 所 阵 元 ， 兵 有 当前 动量 工 欣 改变 全 不 超 
过 1 的 晤 候 才 不 等 于 零 ; 即 

Lz>L 或 工 十 1 (29. 5) 
此 外 还 有 一 个 附加 的 选择 定 由 ， 芝 等 下 两 个 达 =0 侈 态 之 癌 的 族 
和 ;这 个 附加 定 则 ， 砾 是 前 动 最 了 工 .0 的 术 具 有 完全 的 球 对 称 性 的 
直接 结果 . 

对 角 动 晤 投影 人手 型 衣 言 ， 它 的 选择 定 则 对 估量 的 不 同 分 量具 
有 不 同 的 结果 ， 这 号 是 说 , 改变 型 值 的 各 种 跃迁 秆 阵 元 中 , 以 有 下 
剂 跃迁 算 阵 元 有 可 能 不 等 二 等 : 

对 A 二 A id, NM-.>MLil], 
.Ai4, HH—1, (290. 6) 
对 A， Nf-> 4. 

此 外 , 尚 有 可 能 求 出 从 革 开 阵 元 依 轩 填 量子 散 导 的 一 般 公式 ， 
这 是 -一些 经 常用 到 的 重要 公式 : 我 们 在 加 证 册 地 把 它 写 出 米 . 它们 
实际 上 是 上 107 站 炎 得 的 (基于 任意 此 量 的 ) 茶 些 更 普 进 公式 的 特 
珠 情 形 , 

不 等 于 零 的 4; 矩阵 元 由 下 列 公 式 给 出 


DD M. Born, W, Heisenbere, PP. Jordan 1928. 
* II » 


< LM A, nL MM> , 


NH 
VE 下 wr Dy” ‘LiAlnL>, 


< I [1, L—1, M> 


r (29. 7) 
re BE Ty 也 上 da 五 一 1>， 


1 六 -一 】， 有 过 。 tn HH > 


| LDL:— MM 
Ee LilAlwL;. 


记号 <w 上 4a 称 为 约 化 给 具 元 , 不 依赖 于 语 - 数 届 了 D，。 这些 称 
阵 元 有 下 列 关 系 : 
<n' LAlnL>=<nL|Aln LL' >*, 《29. 8) 


这 可 直接 根据 算 符 4, 的 厄 密 性 得 出 ， 
4_ 和 4, 的 什 阵 元 也 可 由 约 化 卸 阵 元 确定 ，4_ 的 韭 零 拭 阵 
把 为 
<1 了, M1|A. 2 


-VY FE HT ‘wn LlAlnL>, 
<R ,LM lA lr, Lol1, NH> 

THD TE MD 

L{2L—1) (2L+1) 

<p', LL—1, BH—1|A. nLM> 

Et- 1) {LL-- NM) 

L{2%,—1) (2L+1) 





290. 9) 
<R' LAs, L—1>, ( 


<R,L—1lAlnL>. 


9. 和 (29.9) 中 喜 轴 的 合 莫 于 工 的 分 母 是 和 197 中 采用 的 -: 般 沁 号 一 
履 的 ， 写 出 这 些 分 母 的 方便 之 处 ， 可 从 {29.1 人 2 起 ( 十 个 攻 量 疝 标 积 妃 阵 元 ; 采 训 简 希 
的 形式 看 出 来 ， 

的 化 给 阵 元 胞 符号 县 有 叉 体 性 不 像 拒 降 沁 符号 那样 是 以 分 开明 陪 : 久 
(11.12 式 后 的 协 明 ]， 
了 了 5。 


矶 , 的 碟 阵 元 无 需 再 写 : 由 于 4。 和 4 是 实 量 ,我 们 有 
< MA nM = LM |A InL' HWH'>*, (29, 10) 
还 有 一 个 公式 ， 用 约 化 第 阵 元 品 出 两 个 和 儿 量 六 和 B 的 奈 积 
AB 的 姑 阵 元 ， 如 把 算 符 入 'B 写成 下 列 形式 , 可 以 简捷 地 导出 
A B=(4B.+4.B) + A.B,. {29, 11) 


年 阵 入 -8 和 任 一 个 标量 一 样 》 对 鞋 和 车 是 对 角 的 ,应 用 公式 
(29. 7 一 (29.9), 算出 下 列 结 十 : 
LMAD nLM> 


一 1 tr nt 
有 


式 中 了 工 到 值 无 : 互 士 1 
为 参 著 计 , 我 们 给 出 矢量 工 的 约 化 矩阵 元 本 身 , 比较 (29. 9) 和 
(27, 12) 式 , 得 
TILIL>=MVLO+1) (2L+D, 
< 也 一 二 | 雹 [ 五 > 一 < 工 | 五 | 五 一 1 一心. 
应 用 中 经 党 融 到 的 一 个 量 是 粒子 径 和 的 单位 矢量 了 攻 的 约 
化 抵 阵 汇 可 以 通过 例 衣 fs eos 对 于 = 的 角 动 量 分量 的 皇 阵 
元 求 出 来 ; 
< 一 |， olnel10>=| Of,0c0s0@ ,onin Odg 


外 uw 已 由 (28.1 了 1D) 式 给 出 ， 上 式 积分 后 , 得 0 
中 
<E—1,0|n,|io> TD 
1 的 跃迁 矩阵 元 均 为 零 [和 单 粒 子 的 任 一 极 矢量 一 样 ， 见 后 面 
《30. 8) 式 ]， 和 (29. 7 站) 式 比较 后 , 得 到 


【29. 13) 


二 对 geos8 进行 1 一 1 欣 分 部 积分 :此 类 积分 的 一 般 公 式 为 (107.14) 式 . 
9 J” 


<T—1llnlt>= ~ <ilni?—1?= i 1, 
<ilnli>=0., (29. 14) 
他 是 


把 张 量 niny 一 Bs mn 是 沿 粒 站 和 俊 医 方向 的 单位 矢量 ) 对 角 动 量 绝 对 人 秆 
给 宪 为 让 ( 俱 共 广 向 即 二 不 确定 ) 的 态 平 均 屁 , 求 切 结 征 . 

解 ， 所 六 的 江 盟 平均 值 仍 为 算 针 、 这 种 算 入 可 以 只 通过 1 算 符 表述.， 
其 形式 为 





1 上 9 
我 i 并 rat +) | 


这 是 由 工 的 分 虽 | 开 能 组 成 的 革 迹 为 稚 的 两 秋 于 称 张 晤 的 坡 一 般 形式， 为 
于 求 淹 常数 a 上 式 可 太 飞 并 各 和 语 (并 对 和 下 求 和 ). 由 于 和 有 
rX 名 祖 亚 二 ， 让 mi 一 60 为 矢 标 Y， 科 各 2 一 {证 :可 用 本 征 值 12 
十 1): 代 趟 , 柔 积 人 7D 名 用 126.7) 式 谈 换 左下 列 形 过 ， 


而 内 下 


而 典 内 由 站 由 由 ， 机 本 
让 一 ie 一 at 一 


和 1 i 
二 (Dt emermtl 了 


Ln = 人) 一 = 十 1 一 站 十 工 ) 
《其 中 我 们 应 用 了 Einenst 二 26;m)， 经 过 阐 革 整理 后 , 得 下 烈 结 


一 ] 
{27—1):270+37 


$30,， 恋 的 宇 称 
除了 坐标 系 的 平移 和 旋转 不 变性 分 别 代 表 空 间 的 均 句 性 和 符 
向 同性 以 外 ， 还 有 一 种 变换 可 使 一 个 封闭 系统 的 哈密 顿 量 保 持 不 
变 ， 这 种 变换 称 为 反 演 变换 , 它 由 所 有 举 标 的 同时 变 号 所 组 成 . 让 
即 把 每 个 坐标 轴 反 向 ; 右手 坐标 系 变 成 左 平 坐标 系 ,或 者 反之 价 
老 玫 量 在 这 种 变换 下 的 不 变性 代表 空间 的 镜 同 反映 对 称 性 出、 经 


总 ”处 于 连 力 场 中 的 一 个 多 粒 于 系统 , 它 的 哈密 里 其 对 力 心 也 有 有 反 演 不 变性 . 
+ i * 


路 力学 中 ; 哈密 额 国 数 对 空间 这 钊 的 不 弯 性 并 不 导致 守 配 律 . 性 
力学 中 情况 则 有 疝 不 国 . 

我 们 用 符号 户 ( 因 “ 宁 称 "的 共立 如 "Parity”) 代表 一 个 反 
和 社 , 所 作 天 在 波 殉 数 网 人 r) [的 小 里 是 使 坐标 谈 号 


了 


Putr) = br), (30. 1) 
容易 求 出 这 个 算 符 的 本 征 值 六 ,人 少 由 下 式 确 定 : 
Pptr): Per). (30. 2) 


我 们 注意 到 , 把 反 演 算 符 连 用 两 次 , 等 于 一 个 恒 竺 变换 : 通 数 的 守 
显 没 有 变化 ， 换 名 话说 ,我们 有 户 一 P=. 如 PP? =1, 故 

P= 土 ]. (30. 3) 
因此 ， 反 演算 符 的 本 征 组 数 用 户 作 用 所 ,或 普 根 本 不 变 , 或 省 痰 一 
符号 ， 第 一 种 情况 下 , 波 请 数 (及 其 机 应 的 态 ) 称 为 偶 的 , 娩 二 种 情 


况 下 则 称 为 奇 的 . 
哈密 顿 蝇 反 演变 换 下 的 不 变性 “ 亦 即 筑 符 如 和 己 对 易 ) 代表 
了 宇 称 守 恒 律 : 如 果 一 个 封 采 系统 的 态 具 有 确定 的 宇 称 《 它 十 偶 


的 或 奇 的 ), 这 个 字 称 在 随后 的 时 刻 小 保持 不 谈 人 @, 

角 动 景 算 符 在 反 演 变换 下 也 是 不 变 的 ， 球 标 以 及 对 坐标 微 商 
的 算 符 都 挛 号 , 结果 使 算 符 126. 21 境 竺 不 变 ， 搞 各 话说 , 反 演 算 符 
和 角 动 量 算 符 对 易 , 这 意味 戎 ,一 个 系统 可 以 在 具 右 确定 的 宇 称 的 
同时, 具有 俏 定 的 角 动 景 荆 和 确定 的 人 动 轩 分 景 民 . 所 有 邯 些 只 有 
于 值 不 同 的 沪 都 有 相同 的 字 称 ; 因为 -个 对 分 系 统 的 性 质 和 它 的 
空间 取向 无 关 , 这 可 从 对 易 式 上 iB 一 PE,=0 出 发 册 以 征明， 此 方 
法 和 (29. 2) 到 (29. 3) 的 推导 方法 相同 . 

各 种 物理 量 的 矩阵 元 具有 一 定 的 宇 称 选择 定 财 ， 我 们 先 玉 沼 

外 为 避免 误 稻 ,必须 申明 这 是 村 对 非 相 对 和 论 理 论 的 .在 相 斗 论 理 论 和 围 内 、 在 


证 着 狼 坏 字 称 守恒 的 相互 作 朋 ， 
» Fl + 


虚 乓 景 ， 首 先 必须 区 分 反 深 后 保持 不 变 的 喜 标 量 和 反 演 后 变 号 的 
摩 标 量 . 夏 者 似 旭 一 个 加 笑 基 腊 一 个 极 多 量 的 标 积 ,- -个 真 标量 的 
算 竺 了 与 户 对 易 : 由 于 这 一 点 ,如果 忆 和 的 算 阵 是 对 角 的 ， 则 下 阵 f 
对 宁 称 指 箔 出 是 对 角 的 ， 亦 即 除了 9g->9 和 az 的 跃迁 外 人 奸 阵 元 
均 为 零 Cg 和 羡 分 别 代 志 倡 息 和 奇 态 ). 对 十 魔 标量 算 符 ,我 们 六 Y 
= 一 了 FP; 算 符 户 和 让 反对 易 ， 半 9>9 跃 谋面 言 , 此 式 的 矩阵 元 为 
Posfys = 一 oP Wi 于 Pos 二 1. 歼 fyr 一 0. 同 理 可 得 所 ,二 0， 因此 ， 
府 标 最 盾 阵 中 ， 只 有 改变 字 称 的 那些 跃迁 矩阵 元 才 水 和 等于零， 由 
此 可 知 , 标量 告 阵 元 的 选择 定 风 为 

真 标 景 ed a | 

庚 际 晶 人- 时， 时 一. 

这 些 定 则 也 可 从 矩阵 泡 定 驻 出 发 育 接 导出 例如， 我 们 来 邯 
虑 积分 Fa 一 Jie ,长 中 Ws 是 偶 图 数 ，% 是 奇 函 数 ， 好 果 了 
是 嘉 标量; 当 所 有 化 标 变 号 时 说 积 了 国 数 出 随 之 谈 号 ; 另 一 方面 , 积 
分 是 延 及 整个 容 间 的 ， 不 会 内 积分 变量 的 更 名 而 变化 ， 因 此 ， 有 
fus = — fu fog = 0. 

我 们 可 以 类 似 地 导出 矢 晤 的 选 样 定 则 , 此 时 必须 记得 ,普通 拓 
綦 ! 映 矢量 ) 反 演 时 变 号 ， 丙 轴 多量 (例如 用 动 量 和 多 量 ， 它 是 p 和 
两 个 极 舌 量 的 矢 积 ) 反 广 时 不 变 号 ， 求 出 的 选 拓 定 则 如 下 : 

极 矢 量 。 9g->4，w>9, 
轴 侨 量 4 | 

我 们 来 确定 和 角 动 昌 为 1 的 单 粒 子 态 的 字 称 ， 反 演变 换 (x= 
一 Z; zy-> 一 护 5 一 外 在 球 乍 标 中 相当 于 下 到 变换 : 

FT 一 十 (30. 6) 
往 子 波 函 数 和 和 角度 的 关系 , 是 由 名 动量 本 征明 数 了 i,m。 给 出 的 ,其 中 ， 
除开 一 个 这 里 并 不 恒 要 的 常数 外 ， 具 有 PPF(eoag) emm* 的 形式 ， 当 
提 被 半 六 代 共 后 ,er 因子 乘 上 了 一 个 (一 ”而 当 9 被 x 一 9 代 


" J20 + 


(30. 4) 


(30. 5) 


赤 后 ，PPeos 仆 变 成 Pr7C--to0s 四 二 (一 1 ' "MP7 tcos 让 ， 因 此 芝 
个 东 数 等 于 原 函 数 乘 以 (一 0'{ 和 讽 无 天 ,与 以 前 所 讲 的 一 玉 )， 这 
就 是 说 ,i 值 为 给 定 的 态 中 , 其 宇 称 为 

P= (—1),, (30. 7) 

我 们 委 到 ， 开 是 区 个 数 的 术 都 中 丑态, 革 为 奇数 的 坊 都 是 奇 态 . 

一 个 单 粒 了 的 舌 最 物理量 只 有 1 或 了 二 1 的 跃迁 矩阵 元 才 

不 等 于 零 (8 29)， 记 住 这 一 点 ， 再 和 人 允 量 征 阵 元 前 字 称 改变 问题 

联系 起 米 , 参照 (30. 7) 式 , 可 得 如 下 的 结论 : 一 个 单 粒子 的 天 量 第 
阵 元 具有 对 下 列 路 迁 才 不 等 于 零 ; 

极 矢 景 -> 二 1 


站 (30. 8) 


$31.， 角 动 量 的 柜 如 
我 们 来 考虑 一 -个 系统 , 它 由 柑 互 作用 很 弱 的 两 个 部 分 组 成 . 当 
把 相 瑟 作 有 几 爹 部 略 泌 后， 每 一 郭 分 客 静 注 吓 角 动 量 守 恒 律 ， 整 个 
系统 的 总 贡 动 量 L 可 以 看 作 古 这 西 个 部 分 的 和 角 动 量 荆 和 L* 之 
和 ， 在 下 一 步 近似 中 , 考 涝 了 弱 的 相互 作用 后 , Li 和 :> 林 再 严格 
守恒 ， 但 是 模 量 平方 值 的 量子 数 无 和 工 仍 是 * 好 的 "量子 数 ， 送 
合 于 对 该 系 绕 的 驴 进行 近似 描述 ， 拖 前 动 昌 看 作 经 典 量 ， 我 们 可 
以 这 样 说 ， 在 这 种 近似 中 ，L 和 ELz 只 絮 工 方向 旋转 , 它们 的 长 冲 
保持 不 变 ， 
对 记 样 的 系统 ， 产 千 了 前 动 晶 的 “ 相 邦 直 旭 " 回 题 : 工 : Hs 
给 定 后 互 的 可 能 值 直 什么? 角 动 量 分 其 的 机 加 法 则 是 很 遇 亚 的 : 
由 于 户 , = 名 1, + 也,, 可 得 
NM= MM. My. (31. 1) 
但 对 前 动量 平方 算 符 , 没有 这 样 简单 的 英 夭 ， 为 了 导出 科 们 的 " 相 
加 法 则 ”, 我 们 作 和 如 让 的 考 嵌 . 
"= Jf21+* 


刘 末 把 Li, 03 元 as 到 作物 理 忆 的 一 个 完全 集合 DD， 任 一 杰 
可 以 由 了 0 a 好 2 四 个 值 确 定 ， 当 二 和 二 ;给 定 以 后 ， 村 ! 和 
分 天 到 (2 二 了 个 及 (C275 十 了 个 不 同 的 数 伍 ， 因 此 共有 有 
(2 一 了 (25 十 让 个 不 可 芍 态 具有 相 各 的 工 和 工 ; 仁 . 我们 仿 
Pr LW 为 这 种 表象 中 的 状态 小 也 数 . 

如 条 不 用 以 上 四 个 晤 ,我 们 也 各 以 全 4 12,L， 工 ; 作为 一 个 
完全 集 ， 那 林 , 每 个 坊 可 以 用 五 , Ls, 工 ， 导 四 个 伞 标 运 之 {其 相应 
的 波 图 数 我 们 记 作 和 orz) 当 工 ,和 工 ,六 全 害 久 后 , 必 必须 和 以 前 一 
符 具 在 人 7 二 11272 十 芒 修 和 不同 的 态 ， 世 成 是 说 ， 对 给 定 的 元 和 
Fz 看 育 ， 卫 得 开 必 须 取 (274 十 巧 527a 十 1) 对 不 同 的 数值 这 些 数 
性 可 以 用 下 读 殉 定 ， 

把 兰 和 可 能 的 4 和 31s 人 慎 相 规 想 来 ， 得 到 相应 的 各 个 于 值 ， 
如 下 表 所 示 : 





a MM 本 

L Ls 了 十 了 
LI La 一 了 工 -了 一 1 
LI—1 Ls ; 

Li 疡 一 2 

元 1 一 1 nt' Li -i 了 一 了 


我 们 万 到 ， 对 应 二 一 个 p 态 (这 时 有 一 对 了 和 型 : 值 y3， 开 的 
最 大 可 能 值 为 下 = 五 十 Zas， 间 态 中 型 的 最 大 可 能 值 ， 包 就 是 工 的 
最 天 可 能 征 ， 因 而 为 瑟 填 可， 其 次 ， 形 一 五 十 五 一 1 的 旬 态 有 了 巫 
企 ， 因 星 ， 共 有 这 种 形 什 的 基态 也 一 定 有 了 两 全 ; 其 中 一 态 的 工 

全 ”以 上 由 个 量 与 其 它 妓 放 在 一 起 才能 纸 成 一 个 完全 华 . 但 是 其 它 物理 及 间 以 
下 甬 订 论 中 涉 起 作用 , 为 表 述 简 单 证 , 我 说 可 以 搓 它 玫 尘 全 圈 去 . 而 括 以 上 四 个 最 暂 称 
为 一 个 旗 瞧 集 ， 
* I22 据 


及 对 上 一 上, 六 个 态 的 了 = 世博- 
型 = 天 十 工 : 一 2 的 史 态 和 二 个 ， 这 意味 着 ， 人 除了 三 = 三节 坏 艺 *?， 二 一 
ZI 十 Fa 一 1 这 两 个 值 外 , 还 会 有 工 王 五 -: La--2 这 个 值 . 
1， 很 易 看 出， 上 上述 情 识 会 乡 续 下 去 真 到 于 值 等 于 | 五 一 2， 为 
下 ， 当 形 值 进 一 砂 几 小 叶 , 态 数 误 不 册 并 加 伟 符 于 2 二 11 如 来 
了 拓也 由， 这 就 表 刚 , | 工 .一 1 是 并 的 最 小 可 能 植 ， 因 此 ， 我 们 可 
以 得 出 结论 ， 瑟 和 Lz 人 给 定 后 ， 基 工 数 亏 可 以 来 取 下 列 各 种 
数位 ; 

也 一 天 ,La 一 也， 《31. 2) 
这 里 一 起 有 253 十 1 个 布 回 的 数 拓 【限定 于 们 )， 容 萄 验证 比 时 
克 . 型 这 一 对 量子 数 的 痛 可 吏 (22 17 (2Ls = 了 1 种 处 同 的 数 展 . 要 
注意 的 是 , 如果 我 们 不 管 2 二 1 个 不 同 的 开 丰 (对 一 个 给 定 的 二 )， 
那 林 31. 2) 中 每 一 个 可 能 的 工 值 只 对 应 了 于 一 个 杰 . 

上 述 引 村 可 以 用 “和 关 量 寞 型 ”直观 到 找 述 ， 妆 本 令 天 量 工 :, 和 
的 长 谋 为 五 和， 则 工 的 可 能 值 可 以 转 Li 利于 拓 量 相 册 后 
所 得 鬼王 条 虹 的 整数 长 度 表 示 之 ; 当 和 La 平行 时 ， 可 得 天 的 
最 大 舍 五 1 了 当 革 和 反 平 行 时 , 得 最 小 便 | 瑟 :一 志 a| ， 

在 闻 动 量 工 ,Z2 及 总 前 动 是 工 部 具有 定 什 的 态 中 , 工 …Ly>， 
LD Ll 等 标 积 也 都 避 有 定 值 ， 这 些 定 值 很 容易 算出 来 .计算 
Li La 时 ， 我 们 令 LL -+ 上, 把 它 平 方 再 移 项 后 , 得 

2 . 工 ; 一世 > 一 人 ?一 工 3. 
式 在 的 算 符 用 他 们 的 本 征 忻 来 代替 , 我 们 得 到 式 堪 算 衬 的 卡 征 值 : 


ET， -全 (了 二 1 一 无 (二 1 Trt)}. (31. 3) 


同 理 可 得 


* IJ23* 


LE, -5{L(LTD) EHD Tt} (31.4) 


现 什 来 求 富 称 的 初 础 法则” 纺 们 知道 ， 由 两 个 独 并 部 分 所 
组 成 的 - -个 系统 , 尼 的 波 明 数 杰 竺 于 这 两 个 部 分 的 波 了 溺 数 到 ,和 呈 ， 
的 对 积 ， 如 果 后 两 个 波 隔 粕 内 有 掉 癌 的 字 称 《 即 当 所 有 坐标 变 号 
时 它们 同时 变 号 , 让 司 时 不 变 号 )， 则 将 个 系统 的 波 国 煞 列 然 是 售 
的 ， 反 之 , 如 果 至 ;和 到: 的 宁 称 相反 ， 则 殉国 数 是 奇 的 ， 这 个 说 
让 可 写成 
P=PP;,, {31, 35) 
契 整 个 系统 的 字 称 , 瑚 和 了 Ps 分别 是 子 系 统 的 宇 称 。 这 个 法 则 六 
如 以 六 各 扫 广 到 太 机 吾 作 用 的 性 总 多 个 部 分 所 组 硫 的 系 久 
中 去 . 
竺 别 是 ， 如 果 我 们 孝 典 的 足 处 于 回力 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 
(各 这 间 的 相互 作用 假定 很 弦 }, 则 整个 系统 的 态 宇 称 [ 见 (30. 7 站 为 
P=(— Dt th. (C31. 6} 


我 们 强国 指出 ， 上 式 故 数 中 愉 包 含 骨 动 其 7 了 的 代数 和 , 一 般 讲 来 ， 
它 和 人 阴 动 这 的 “大 虽 积 … 即 该 系统 的 总 前 动量 工 ， 古 很 不 一 样 的 ， 
如 果 一 :个 封闭 系统 (在 内 力作 用 下 ) 发生 分 裂 ， 它 的 总 骨 动 量 
和 字 称 部 必须 守恒 这 些 荣 件 有 可 能 使 得 一 个 系统 的 分 异 因 此 成 
为 不 可 能 , 尽 乱 人 能 旺角 谋 丰 来 这 种 分 多 4 位 乎 是 可 能 的 
例如 ， 我 们 来 洲 汇 一 个 康子 , 处 于 了 动量 为 7 一 0 的 偶 态 ， 并 只 
人 它 月 可 能 分 昏 成 为 一 个 入 用 电子 和 一 个 角 动 量 为 
:0 并 处 于 背 意 的 一 个 亢 子 ， 但 是 很 窜 易 证 骨 这 样 的 分 裂 实际 
让 站 不 可 能 的 (让 省 说 是 半 大 有) 这 是 因为 , 由 于 角 动 量 守 恒 律 ， 
这 个 特有 由 电子 的 和 角 动 量 也 必须 等 干 规 ， 从 后 处 于 情态 [有 = (一 1)? 
一 十 1 前 离子 - 自 击 电子 系统 的 态 糙 为 奇 态 , 可 是 读 奈 子 的 初 态 
却 起 偶 志 . 
124， 


第 五 章 ” 转 力 场 中 的 运 二 


§ 32， 罗 力 场 中 的 运动 
量 六 力学 中 两 个 相 吾 作用 粒子 章 运 动 回 题 ， 可 以 时 既 暴力 学 
中 所 全 的 那样 ， 把 它 简 化 成 为 一 个 单 粒 子 问题 ， 按 UC7) 规 律 (r 
为 这 两 个 粒子 疗 的 距离 ) 相 于 作用 着 的 两 个 粒 闻 {质量 分 别 为 Pa 
m2), 其 哈密 屯 量 于 以 下 形式 : 


的 于 
B: -二 Al 一 As+D(D)， (32, 1) 


式 中 心 1 和 和 ;分别 是 这 两 个 粒子 从 标的 拉 普 拉 斯 算 符 ， 我 们 3 引进 
结 变 时 R 有 和 和 r， 代 丈 粒子 的 径 先 rr; 和 rs: 


1 


r 为 两 粒子 相距 的 矢量 ， 而 RR 为 质心 的 答 矢 ， 经 过 简单 计算 后 ， 
可 得 





FE 一 1 一 Tl， 有 一 


A 下 : 
Ho gm Fm) 
式 中 六 js 和 入 分 天 是 对 RR 和 rf 从 标 而 言 的 拉 管 拉 白 算 符 ，1%1 一 m。 
是 该 系统 的 总 质量 , 而 = 部 Ia Cm 十 x) 是 折合 质量 ， 由 此 可 
见 哈 窗 屯 量变 成 了 两 个 独 闻 部 分 之 和 各， 与 此 相让 ， 我们 可 浴 把 
(ri fo 写成 wR)F) 交 弱 积 形式 , 共 中 的 (人民 ) 函 数 指 述 抽 心 
的 运动 (如! 同 质 量 为 ti 十 75 的 一 个 间 由 粒子 )， 有 而 着 全) 国 数 朱玉 
这 两 个 粒子 的 相对 运动 [如 同 质 基 为 吕 的 一 个 粒子 在 楼 力 场 U(?) 
二 证 到 上 
一 个 粒 - 字 在 转 力 场 中 运动 叶 通 定语 方程 共有 下 列 形 式 : 
" J25 = 


Ma ATUG) (32. 3) 
2 


A¥ LE- U(r)]y 70. (32. 4) 

采用 控 普 拉 斯 算 符 在 球 坐 标 中 的 熟知 表 式 , 我 们 可 以 把 上 式 写成 
1 2 口 押 a ] _ 红 扩 
73 3 妥 )+ 广 [a A(: inO 3g 3 )+ im dag? | 


+ [EU y=0. (32. 5) 


如 果 在 式 中 引入 (26. 1) 式 的 负 动 . 民 平 方 算 特 I 可 得 中 
基 |- n+! By | + Es. (32. 6) 


2 人 
在 回力 场 中 运动 叶 ， 角 动量 是 守恒 的 ， 我 们 来 礁 虚 角 动 晤 ? 
及 其 分 最 澡 都 有 定 什 的 那些 定 态 ， 这 两 个 慎 确 定 了 波 隐 数 的 
角 部 ， 因 此 我 们 要 找 的 (32.6) 式 之 解 具 有 下 列 形式 : 
B= Rr YT,, (8, wp), (92. 7) 
式 中 的 了 jm (8,) 是 球 谐 函 数 ， 
HT 70 Dm 我们 得 到 各 洒 玫 PC 的 方式 


-EC 2 
声名 ("区 R+ 7 LB-U(r IR=0. (32.8) 


上 坟 要 本 不 包含 数 介 7 -= 站， 这 与 能 级 对 季 动 旦 方向 的 简 并 并 为 
(2 十 二 站 一 至 的 ,这 -一 点 我 们 已 经 热 意 . 
我 们 来 研究 小国 数 的 径 部 ， 作 下 列 变换 
R(r) = XC Ar， (32, 9) 
(32, 8) 式 变 成 下 到 形式 :; 





区 ”如 果 引 入 动 莉 的 径 向 分 芭 当 禾 各, 它 的 形 眉 为 
ph 
加 哈 窒 贤 必 就 可 已 革 成 下 于 形式 
B= ps tir + Ur), 
这 和 | 滁 此 和信 呼 晤 函数 的 球 举 标 彩 忒 完全 相同 ， 
。 IT25 。 


dx 

adr? 
如 果 势 场 Zr 处 外 有限， 波 国 数 和 人 在 整个 空间 也 必须 处 处 有 很， 
包括 原点 在 内 ;从 而 共 答 部 号 (7 出 必 处 处 有 限 ,， 根据 这 -一 点 < 【7) 
在 r=0 处 必须 等 于 零 : 





+ 加 (8 一- |x -0 (32. 10) 


X (0) = 人 0D. (32. 11) 
如 采 了 -0 时势 场 外 站 无穷 大 ， 这 个 条 任 实 际 上 还 在 成 这 的 (上 砚 
8 35). 
(32. 10) 式 在 形式 上 等 问 于 具有 下 列 势 场 的 -维和 运 动 苹 定 证 
方程 : 
Di 一 DOD 二 二 “全 二 ， 
它 是 势能 如 人 r) 与 下 式 之 和 : 
ET 真 工 
YE 下 
这 个 表 式 可 以 称 为 离心 能 ， 和 由 此 外 见 , 转 力 场 申 的 运动 问题 , 可 以 
所 结 为 运动 区 域 在 一 过 县 限 制 的 (=:0 处 的 边 举 条 件 ) 一 个 ~- 维 
运动 问题，* 函数 的 归 一 化 条 伯 电 大 "一 维 ? 的 ,由 下 列 积分 确定 ， 


| 有 2rzar=| |x har. 
0 站 


《32. 12) 


一 边 受 限 的 一 维 运 动 ， 共 能 级 是 韭 简 并 的 C3 21)， 因 此 我 们 
可 以 这 样 说 , 如 果 能 显 已 经 给 定 , 则 (32. 10? 式 之 解 , 亦 则 波 函 数 的 
径 部 ， 就 被 完全 确定 ， 友 果 还 记得 这 个 性 孙 数 的 角 部 已 由 “和 于 
值 完 全 确定 ,我 们 就 得 到 这 样 的 落 论 , 对 凌 力 场 申 的 运动 淖 束 、 它 
的 波 国 数 可 以 由 吾 ,， 和 于 三 个 数值 尘 全 确定 ， 换 名 话说 , 对 这 样 
的 运动 讲 来 , 能 量 , 角 动 若 的 平方 以 及 角 动 量 的 z 分 量 这 三 个 晤 组 
碟 物 理 显 的 一 个 千 全 焦 . 

转 力 场 中 的 运动 问题 归结 为 : 维 问 题 后 ， 使 我 们 有 可 能 应 用 

" I27 * 


振 沪 定理 { 见 21)， 我 们 把 具有 给 定 工 值 的 各 个 能 是 本 征 士 《分 
立 庶 ) 按 递 谭 次 序 加 以 排列 , 给予 编号 数 ww， 令 有 晨 低 能 级 的 编导 数 
为 ?rz 二 0. 则 mv 确定 了 波 罗 数 的 径 部 在 的 在 限 贷 域 岂 所 具有 的 节 
成 数 (7=0 点 除外 )，n; 称 为 径 量子 数 ， 对 转 少 场 中 指 运动 讲 来 ， 
! 溃 常 称 为 角 芭 子 数 , 如 划 称 为 磁 量 子 激 . 
对 于 绷 动 荐 天 利和 不 同 的 各 种 粒子 态 . 右 : - 套 常 用 符号 ; 用 下 列 
拉丁 学 母 标 志 : 
i=01234567.., 
s nadf yhe hw, 
运动 本 转 力 场 中 的 一 个 粒子 , 它 的 基态 总 是 s 志 ; 因为 如 时 ! 
去 0 由 波 数 的 角 姜 一定 具 有 布点 ， 但 古 基 态 波 国 数 根本 不 存在 
市 点 ,我们 还 可 以 断 首 , ?给 定 后 , 能 景 的 最 小 可 能 值 随 革 增 加 . 因 
为 角 动 量 的 存在 使 哈 帘 顿 量 中 多 出 一 个 正 项 二 1)j2mr, 这 
一 项 是 随 增加 的 ， 
现在 来 乒 径 孙 归 在 原点 附近 前 形 疾 ， 此 处 我 们 假定 
limU (r) 2: 0. {32. 14) 


(32. 13) 


我 们 把 中 () 表 成 7 的 徊 级 数 ， 当 7 很 小 时 内 保留 该 级 数 的 首 硕 ; 
摘 名 话说 ,我们 把 总 人 r 表 成 一 常 数 xr* 的 形式 ， 把 它 代 人 下 到 
方程 中 ; 
dridRiar) /adr-- +1}R:-0, 
这 个 式 于 丰 由 人 32. 的 趟 江 以 7 操持 取 极限 +>0 得 到 的 , 结果 得 
8 3 十 IT) 一 (人 十 1 二。 

故 

8 二 7 或 ss 二 一 (1). 
# 二 一 他 二 了) 广 个 分 不 潢 足 必 贤 条 件 ; 7 = 二 0 时 它 室 成 无 容 大 (注意 
0). 因此 只 留 #8 二 ?这 个 解 ,也 就 是 说 ,具有 给 定 工人 值 区 状态 
: 128. 


波 轴 数 在 原点 附近 和 7' 成 正比 : 

rr (22. 151 
鞭子 与 原点 的 距离 站 7? 和 了-… dr 范围 内 的 几率 让 到 | 五] 值 确定 ， 
因而 和 ” 威 止 线 ， 可 现 了 值 全 天， 这 个 几 素 在 原点 愈 快 地 趋 
于 夫 . 


8$33. 球 面 波 
平面 波 

一 常数 Xe 人 pr 
描述 一 个 定 态 , 该 坟 中 一 全 日 由 粒子 其 有 简 定 的 动量 p {以 及 确定 
的 能 旺 吾 王 嫩 1 和 型 在 考虑 自 出 粒子 的 另 一 种 定 态 ,该 态 中 ,不 
但 具有 确定 的 琵 焉 值 , 而 且 具 有 确定 的 角 动 蕊 绝对 位 及 共 分 旭 值 . 
为 方 恒 计 ,我 们 引入 波 数 天 代替 能 量 : 
~ 2mE 


让 二 Pp/ 让 - (33. 1) 


角 动 亚 为 二 而 片 投影 作为 下 的 状态 证 轩 数 具有 下 列 形式 : 


Pm—= Ber) TT mt, Pp), {33. 2) 
其 中 的 茎 明 数 由 下 忆 确 定 : 
Bt Rt | R=0 (33. 3) 


[ 即 (32. 8) 式 中 Dr) =0]。， 连 绕 谱 (对 而 宫 ) 的 加 tm 波 国 数 江 
年 让 绚 正 区 归 一 化 条 件 : 


| Em Pema = divdnmo( Ts ， 


对 不 同 的 也 了 和 不同 的 短 ， 人 党 而 言 的 正 交 性 有 角 部 疝 数 加 以 保 
述 ， 径 组 数 风 必须 按 十 列 条 件 归 一 化 


| 一， (33. 4) 
和 2 





如 条 我 们 不 直接 和 /25 标 度 ? 归 一 化 , 而 是 按 * 衣 量 标底 ” 亦 即 技 下 
列 条 件 归 一 化 : 


ras Rudr = (本 一 到 
那 未 , 按照 一 般 公式 (5. 14), 投 人 有 有 


_p /ll al f/m _ 
下 8 一 EE aE - 再 pit (33. 5) 
《一 | 时. (33, 3) 式 可 写成 
a sa) 


+ RrR ,Ln = “OD; 


上 式 之 解 ， 当 ?=0 时 限 值 并 渍 是 归 一 化 茶 件 (33. 4) 者 [参考 
(21.9) 式 ], 呈 以 下 形式 : 


Ru 一 ?2 (38. 6) 
求解 0 的 (33. 3) 式 时 ,我们 作 下 列 赫 换 : 
R= FL. C33. 7) 
对 Xi 我 们 有 方程 式 
XL LOD Kir Bx ,=0. 
如 上 迪 上 式 对 7 求 微 商 , 我 们 得 


nr Ti n i r 
XY Dixit — 241) 3 bx;,=0. 


作 蔡 的 区 一 人 大 上 涉 蛮 成 


,2c .2 
XE x Xi = 0, 


这 实际 上 正好 是 Xs,ii 本 来 应 该 满足 的 上 方程式. 可 见 相 令 的 Xj 磺 
数 洲 足下 列 基 系 : 

Kit XY, (33. 8) 
从 而 有 
二 3 


其 四 的 Yaso= 吾 oo 已 由 (33. 乓 式 所 确定 《〈 该 表 式 当然 可 以 乘 一 任意 
常数 ). 

就 这 样 ， 我 们 最 后 求 得 的 一 个 自由 运动 粒子 的 径 销 数 共 有 如 
下 的 汞 起 ; 


1 
Ri 一 《一 1)' 2 F(t "in (33. 9) 


' 因子 襄 ' 是 为 归 一 化 目的 而 引进 网 ( 风 语 )》 而 (一 恕 古 为 轧 理 向 
5| 进 简 J， 名 数 (33.9) 可 用 半 整 数 阶 的 内 紧 此 明 数 表 成 
297k 


Ri i tr) 2k (Er), (33, 1U) 
其 中 
ji(n) = ET pt) (33, 11) 
你 为 球 内 塞 耳 函数 局 . 


为 了 术 得 伦 肾 数 (33. 9) 式 在 远 距 离 处 的 渐 近 去 式 ， 我 们 注意 
到 ,roo 时 豪 减 得 最 极 的 部 项, 可 由 对 sin&r 求 微 离 了 次 后 求 
得 ， 由 于 每 进行 一 次 -didr 的 微 商 ,正弦 菌 数 的 党 量 增加 一 于 ar， 
故 得 下 列 渐 近 表 趟 : 


2sin( hr 一 i ) 
Rs 。 (C33, 12) 


$21 中 已 经 解释 过 ，BRit 傅 数 可 以 利用 它 的 浙 亚 表 式 加 以 妇 





中 前 几 全 图 数 为 


1 一 Sinw_ 2osz CBT 
do 1 工 2 三 】 1 a 
者 时 也 采用 另外 的 定 交 ,使 这 些 男 数 来 以 工人 阁 . 


上 了 


一 化 .把 渐 近 式 (33.12) 与 (33.6) 式 中 的 归 一 化 臣 数 Rie 相 比 较 ， 
可 以 看 出 (33.9) 式 中 所 用 的 系数 坛 得 Rij 因数 实际 上 已 经 归 
一 化 ， 

在 原点 附近 (7 很 小 ), 把 sinkr 展 成 级 北 , 求 徽 商 后 ， 上 只 保留 
7 的 最 低 寅 次 项 , 得 中 


1 dN sinkr 1 QV: bartips 
(二 去) 和 《1 二 在 (Corry 


一 《一 二 R(t}!! 
改 Ei 沙 数 在 原点 附近 具有 下 询 形 式 ; 


Dt +1 
(at 1 


这 和 (32. 45) 的 一 般 结 论 相 符合 . 

某 些 问题 (散射 理论 ) 中 ， 涯 要 考虑 的 波 消 数 不 满足 通常 的 有 
限 性 条 件 ， 而 是 对 应 于 流 而 或 流出 原点 的 粒子 束 ， 要 发 得 描述 衣 
昌明 二 0 的 这 些 粒 子 束 的 波 辐 数 , 可 以 把 (33. 人 6) 式 中 的 “ 蒜 驻 波 ?” 
解 孩 成 以 下 形式 的 球 出 射 波 解 三 。 或 成 人 射 波 解 再 


过 ， 
Ri £7 


Ri -: 【人 33， 13) 


(33.14) 


在 角 动 县 二 不 等 于 堆 的 一 般 情 彤 下 ， 我 们 求 得 的 (33. 3) 式 之 
解 有 具有 雇 下 形式 : 





_ | 了 1 d ‘ ptirr 
R= (—1) A 下 二 (33.15) 
这 些 函 数 可 以 用 汉 克 二 消 数 表 出 如 下: 
BE, 一 +iAY 经 百 o， P(r) (33. 16) 


十 号 和 一 号 分 别针 对 济 一 村 和 第 二 类 汉 吉 了 下 国 数 ， 


他 记 轩 :3 二 EL 兰 1 3 ef 二 1， 大 示 梧 学 称 的 所 在 樟 歼 认 本 直 入 间 增 
2 十 1 六 让 ， 
a 了 了 2 


RE Aet tr 1s/2 fr, (33.17) 
在 原点 附近 ， 具 有 形式 
RE ACL Lr, (33. 18) 


我 们 把 这 些 消 数 六 和 西 归 一 化 ， 使 它们 对 应 丁 每 单位 包间 只 族 
出 5 或 攻 收 ?一 个 粒子 . 为 此 我 们 注意 到 , 还 距离 处 的 球面 波 体 尾 一 
小 间 吏 内 可 以 看 作 一 个 平面 滤 , 其 中 的 几率 流 密 府 等 于 72 于” 


式 中 vb 声 /4 为 粒子 的 速 床 。， 归 一 化 条 件 由 jaf 二 1 所 确定 , 式 


中 的 和 分 是 在 一 个 半径 > 很 大 的 球面 上 计算 的 , 也 就 是 说 , 上 Jr?do 


-1 其 中 的 do 为 空 体 角 元 ， 如 时 角 部 郊 数 已 按 以 前 方式 归 一 化 ， 
则 径 沙 数 沾 的 系数 4 必须 等 于 


1 jm 
A Fe (33. 19) 


有 一 个 类似 于 (33.12) 式 的 渐 近 式 ,这 种 形式 不 但 对 自由 运动 
的 径 宙 证 示 数 能 鲍 成立， 而且 对 在 远 处 消 拓 得 足够 快 的 任意 场 也 
中 的 运动 (县 有 正 能 量 ) 也 能 成 立 ， 在 远 距 离 处 ， 我 们 可 以 把 莓 定 
请 方程 中 的 势 成 和 贷 心 能 全 部 略 去 , 留 下 以 下 的 近似 方程 ; 

0 
这 个 方程 的 盘 租 为 


2sin(ir 一 于 tr+a) 


一 一 一 一 {33, 20) 


其 中 的 6, 是 一 个 常数 . 称 为 想 欧 ， 式 中 所 选 的 常 因子 使 得 波 函 数 


DD 我们 并 在 124 指出 , 法 劳 场 应 比 IF 补 类 得 快 . 
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已 经 按 “&j25 标 度 ” 归 一 化 加 ， 常 数 相 移 占 是 由 边界 条 件 确 定 的 
《Fr->0 果 五 为 有 了 有限); 它 不 能 用 一 般 方 式 算出 ,而 要 从 逢 确 的 苹 定 
诈 方 程式 中 解 出 玉 ， 这 个 相 移 6, 当然 是 1 和 此 的 咀 数 , 并 且 是 连 
续 谱 本 征明 数 的 一 个 重要 特性 . 


族 题 
1， 人 角 动 量 为 1=6 的 一 个 粒 了 在 下 列 球 对 称 方 势 阱 中 运 动 ， 试 求 共 能 
组: UY= 一 Ur 时 V(r. 
解 。，1=0 的 波 范 数 只 供 斑 于 *?， 阱 内 的 醉 定 证 方程 旦 以 下 形式 : 


rt hv Bn TEl). 


TT Ar: 
+=0 处 取 有 限 值 的 艇 为 


SinEz 
昌 人 


?> 时 ,方程式 为 
TCrg)— ne0 ,Z| 
无 帝 远 处 等 子 零 的 和 解 汶 
= .Ae 
由 Tt 的 对 著 导 数 信 7= 外 的 连续 条件 党 世 : 


bootha= — «= — (eb) (1) 






站 
Po 
这 车 世子 以 隐 图 数 的 形 忒 确定 了 钱 求 的 能 级 [ 按 (1) 式 ,上 式 相 号 前 所 取 的 条 
号 必须 恒 ceotga<0l 在 中 的 第 一 个 能 级 (f=0) 也 就 荐 所 安 能 级 中 最 谋 移 


In 天 站 一 -tk i2} 


中 正 张 函数 的 宗 量 中 加 有 一 去 x 一 项 ， 其 目 章 是 使 1 当 势 场 消 类 时 满足 


二 0。 出 于 小 好 整 鸭 下 扫 呈 -=- 般 族 来 是 无 所 调和 的 ， 击 只 能 确定 到 相差 一 全 mm 不 是 
23#7) 注 止 , 网 此 常 壤 本 之 值 介 于 0 和 = 之 则 ， 
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能 级 (有 见 323), 对 应 杆 诸 粒 字 的 世态 . 

如 果 阱 深 是 能 小 , 信人 能 级 就 不 存在 , 答 子 就 不 能 在 剧 内 " 吾 留 "， 这 -- 
点 , 用 以 下 草 作 图 法 窒 占 成 (2) 式 中 洪山 来 ， 方 程 志 十 sinx= ax 的 根本 也 
用 诗 缠 六 二 2% 太 : 曲 线 汪 = 土 sinw 鸡 襟 点 阅 出 ， 我 们 袜 读 内 请 cot 二 9 人 节 屠 
些 交 点 ; 8= sinw 出 线 中 的 记 一 有 基部 分 在 玫 9 中 用 实 线 画 击 ， 我 们 看 到 . 





如 果 立 是 健 二 (O06 足 铝 小 ) 这 样 的 交点 不 能 存在 ， 当 #= oz 直线 处 J Da 
置 时 , 即 4a=2/z 时 ， 作 x= 子 f 处 出 现 第 个 交点 ， 令 a = 有 Vv Bnasti7 ， 
二 上 我 们 就 可 以 求 得 只 有 一 个 负 能 拖 时 的 最 水 孟 识 : 
Uo na= 3) 
En min 个 大 ， 狼 了 腓 半 径 立 就 盘 小 . 和 划一 个 诸 级 囊 天 娠 出 各 时 所 在 的 全 
容 由 sa= 二 <x 确定 ， 此 时 B= 当 阱 深 进 一步 增加 时， 基态 能 级 妈 下 降 ， 
当 差 值 生 一 (HU mio) 一 了 很 上, 各 
一 吾 ; 一 [Ta md? Ca 
2、 猎 求 : 在 一 个 很 深 屿 球 势 妍 下属/ ， 角 动 呈 让 值 不 局 的 各 
售 表 级 的 排 训 尝 序 (CW. Elsasser, 1933), 
解 ”， 当 如, 一 99 时 ， 陵 过 的 短 件 要 求 革 起 上 零 (从 考 $22)， 把 算 内 的 径 
向 波 国 歼 写成 C33. 1 人 风 氟 式 , 可 得 下 列 方 答 
1 ka) = 0, 
当 站 事 不 同性 时 上 式 的 各 个 根 识 兢 定 耳 姑 底 雇 上 各 能 红叶 作 置 二 芒 : 2 一 
三 0 一 | 恒 |)， 从 基 态 开 始 它 们 的 排 到 将 字 时 下 : 
1#, 1 p., ld, 28. 1f, 22, 19, 2d, 1R. 38, 2f, *-*. 
乔 £5 站 


字母 前 的 丈 字 称 志 上 值 相 同 的 能 殊 的 出 现 次 序 外 

3， 试 求 : 当 和 所 次 如 逐渐 增 夫 时， 不 同 熙 值 的 竺 种 能 级 的 上 先生 出 现 次 
序 ， 

解 . 征 当 一 全 新 能 级 开始 册 现 时 ， 它 的 能 基 如 =: 86， 此 时 的 阱 外 波 函 数 
为 下 = 首 歼 XT4 清 是 -ee 了 半 呈 一 0 的 条 件 [ 方 程式 (33.3) 当 亡 =0 时 
之 解 ]。， 根据 让 边 上 师 租 吾 ;的 连续 性 ， 畦 出 是 艇 商 !7 吾 :的 这 绕 性 . 可 
得 孟 肉 疏 呆 数 在 这 种 情形 上 上 诺 靖 由 的 过 证 : 

YY=4 时， i 

这 个 条 件 竺 价 于 T=&8 寺 的 如 -1=0, 谋 按 (33. 10) 趟 ,得 下 询 方程 


1 (Sm)-0 
一 总 时 ， 了 4 苇 数 应 换 成 余 张 困 数 . 出 二 式 可 得 6 还 渐 泣 去 时 各 个 新 能 级 
的 先后 出 现 交 此, 如 下 所 东 : 

18, 1p, ld, 28, 1f, 2p, 19. 2d, 93, 1h. 2F, ... 
注意 , 它 和 琛 阵 中 能 级 菲 列 将 序 的 益 则 , 入 于 现 站 机 当 遍 的 龙 级 由 ， 


4， 来 一 罕 间 振子 ( 旁 场 吕 = 二 mr? 中 的 一 个 粒子 } 的 能 级 ， 井 求 它 的 
蔡 间 度 , 以 及 相应 定 孝 中 轨道 角 动 晤 的 从 种 可 能 省. 
铮 。 在 如 = 本 na2(z2 士 久 十 区 ) 势 场 中 的 草 粒 子 若 定 详 方 姓 ， 蓄 用 分 高 
变 基 法 归结 为 三 个 线性 振 予 方程 ， 故 其 能 级 为 
盏 = Wo 本 二 本 十 区 十 于 jj {n+} 


第 着 个 能 级 的 向 并 度 , 等 于 把 # 分 寡 碟 芋 个 下 整 数 ( 包 招 才 1 之 和 时 所 旋 
其 有 的 各 种 和 不同 分 割 方 闪 的 总 数 邮 它 千 于 
呈 ”这 神 放 配对 个子 楼 中 的 拉 子 能 级 讲 来 经 常 采用 (六 结 1187， 

密 ” 按 (33.7)(33.8) 藉 ， 我 们 有 (rR 二 -TR-1， 由 下 1? 换 成 一 1 一 1 时 方程 
这 133.3 哥 持 刺 至 , 我 们 就 有 LYRE1 -1 二 rit ， 最 后 ,由 其- 和 于 I-; 议 是 同 
一 片 程 , 从 而 得 

tritiRi Tl RI) 

这 就 是 题 小 所 用 的 臣子 . 

莒 ” 换 记 话 蔽 , 突 就 是 把 个 相间 的 球 分 想到 三 个 车 了 于 里 有 二 少 种 未 问 的 分 配方 
洪 的 总 数 ， 
"Ii65* 


【 吾 二 外 吕 填写 
人 


定 态 波 随 数 汶 

是 和 rH (a H.,, (oF), 《11 
其 中 的 a 一 Mmemj/ 冯 (rm 为 谈 粒 子 质 司 )， 当 盟 杜 反 号 时 ， 五 , 多 项 式 变 瞩 
【一 1 了 7 想 图 数 11) 的 宇 称 为 5 一 Tsata 一 一 In 拒 小 是 及 十 Bs 十 Ny 宇宙 
1 下 为 结 定 ) 的 沽 个 和 san 国 数 划 以 配 性 组 各 后 , 可 以 组 成 以 下 一 蛮 冰 数 ; 


二 常数 Xe-se0r2r 下 if 上 p) 克 - 羡 as 一 误 
共 中 阐 1 术 | 一 训 了 了 上当 关 沪 傅 数 时 可 取 已 3 和 基 谱 值 ， 当 天 为 奇 灶 
时 可 联 13,… 生 庄村 。， 这 是 由 于 二 狐 组 (1 的 宁 称 为 (一 13"， 而 胃 数 组 42) 
的 字 称 为 (一 1)r， 这 两 个 宁 称 必须 析 问 ， 迹 就 确定 了 房 考虑 能 级 中 孝道 前 动 
量 所 能 采 肾 的 各 种 可 能 情 ， 
因此 , 尝 半 振子 的 能 级 次 序 : 采 由 古 2 题 3 中 所 用 的 记 导 } 如下: 
(18), (18), (1d, 28), (1F, 22), (118 2d, 38), - 

撕 号 中 和 刀 丘 了 同 -- 能 级 的 各 种 阐 并 坊 匀 ， 


了 1 十 忆 ， C2r? } (21 


$ 34， 平面 波 的 分 和 解 
老 虚 一 个 自 册 粒子， 沿 z 胃 的 正方 向 以 给 定 的 动量 值 了 J 一 议 
运动 . ee 
= 和 苗 数 六 et， 
站 所 这 个 国 玫 展 下 时 运动 的 前 动 寺 本 征 晒 数 wen， 由 
十 所 考虑 的 态 中 能 曼 : 及 有 征 值 大 下 12 如 ， 刘 然 ， 签 求 的 展 这 中 只 
能 出 现 共 有 上 述 瑚 恒 的 各 种 国 数 ， 此 外 ， 由 于 国 数 允 二 节 具 
有 和 辆 对 称 性 , 它 的 展 式 中 只 能 世 含 与 反而 无 闫 的 函数 ， 勒 吕 三 0 的 
各 种 函数 .因此 一 定 有 
e's Dap Dar Ruy 
1=0 
中 广 间 如 动 莉 了 好 十 辣 六 胡 处 相互 阐 井 ; 风 535 未 段 的 附注 , 
"Ti7 + 


其 中 的 & 十 一 些 常 数 .， 把 025. 中 和 (33. 9 式 :的 业 o 各 六 ti 阔 数 代 
人 上 式 , 我 们 得 


-Sernd (FE, -rest) 


时 一 总 





其 中 的 Oi 古田 一 些 常 数 ， 上 上 式 琴 边 都 展 成 7 的 第 级 数 后 , 册 比 较 
(rcosf 人 "前面 的 么 数 ， 就 可 以 把 这 些 党 数 来 出 来 ， 对 于 式 的 右边 
讲 来 :; (rcosg) "只 包含 在 第 冯 个 求 和 项 中 ; 因为 [>R 时 ， 生 函数 
的 腿 式 是 从 ? 的 更 高 履 次 开始 和 的， 而 当 RR 上 时， 了 Pi{eos9) 多 项 
式 中 只 舍 cos8 的 较 低 次 怖 Pteoag) 中 os5 一 项 的 系数 为 
(277172 人 站 生 贡 (ce.1 式 ], 性 用 {33,13) 式 ， 可 得 上 式 右 边民 开 
式 中 的 签 求 硕 为 


1 (2D Chreos 的 1 
(—1) Ori iyo. DIt 


上 式 左 边 ( 在 er 的 展 式 中 ) 的 对 应 项 为 

ekreosd) /ti. 
以 上 两 项 相等 ,我们 求 得 一 《一 全 284- 了 1), 因此 最 后 求 得 的 展 
式 为 





2 一 (= 0 eingy 
> i) (20. DP, (eost) (FY) ($4) 
(C34. 1) 

些 式 在 还 上 中 离 处 押 下 列 疡 近 论 式 : 


is 1 i - 1 
er Si (2 P(eos0) sin (hr —3 1x ) (34. 2) 


(34.1) 式 中 , z 轴 灌 着 平面 泪 波 尖 下 的 方 阿 .这 个 过 式 可 以 殷 
成 科 一 般 的 形式 ， 使 它 与 坐标 销 的 选 让 无关， 为 此 用 顷 庶 用 球 谐 
冰 数 要 可 定理 [所 Cc. 4142D1, 用 长 方 PE 记 疝 【5 本 首 的 严 朋 为 昌 ) 
的 球 井 蚁 数 表 出 多 需 式 疡 cos 的. 结 入 为 
。133 - 


- 了 
et 一 47 人 并/ 人 Frr)， (841.3) 


i=0 m=—} 
了 站 明 数 [ 白 (33,1 了 DD) 式 定 关 ] 内 依赖 于 汇 积 & x, 使 得 二 式 骨 显 地 
对 夸大 量 kK 和 两 个 球 谐 国 数 ' 虽 ,不论 哪个 到 所 共 斩 元 毫 无 
我 们 把 e。“ 归 一 化 成 几率 流 密 旗 等 于 工 的 滤 国 数 ， 合 它 对 点 
于 这 村 一 腾 灶 于 流 , 诬 粒 子 流 平行 了 于 z 轴 ; 等 单位 时 间 办 有 一 个 灯 
子 妥 过 一 全 单位 面积 ， 这 样 的 归 一 化 波 蝎 数 沟 


' 


起 宇 i —. ihs, (34, :)} 
天 站 


其 中 。 为 读 粹 地 的 速 府 ; 见 (19. 7 《34. 1]) 式 两 雇 备 张 v 7m 汪 让 玉 
往 式 布 引 进门 一 化 的 如 mw 二 玫 C7) 了 4m(8, 寻 } 时 数 后 , 我 们 得 


b= DVT FI pin) 
上 一 站 


按照 - 盘 生 则 ， 这 个 展 式 中 rof 或 有 ro 前 而 的 系数 的 模 量 
弟 方 值 ， 第 于 泥 于 原点 (或 从 点 点 发 出 ) 的 各 流下 个 粒子 具有 
角 动 景 1 相对 于 原点 ) 的 几 素 . 由 于 小国 数 器 et 相当 和 十 流 量 
密度 为 工 的 粒子 流 , 这 个 <“ 几 训 "号 具有 而 积 的 量 钢 ; 它 可 以 直观 好 
解释 成 角 动 量 为 的 粒子 所 应 遂 过 的 讶 个 “ 截 茵 ”{ 在 池上 下 而 内 ) 
的 面积 ， 用 ec 代表 这 个 量 , 我 们 有 
好 一 次 (2 1 Ek. [34. 5) 
i 值 很 大 时 , 芷 辣 区 间 因 (人 比 时 有 1 裤 和 用人 的 截面 忒 和 等 干 
>: 一 三 27A7 一 一 2 EAL. 


把 骨 动 甘 的 经 典 直 式 加 -pp 代入 lp 称 为 碰 撞 参 量 ), 上 式 变 成 
2AN Np, 


= 了 有 全“ 


束 与 经 典 站 办 和 相 一 豆 ， 这 样 的 结果 并 不 古 侦 然 的 ; 以 后 将 看 到 . / 
值 很 大 上 时, 运动 是 准 经 上 典 的 ( 风 $ 49)，, 


$35， 粒子 向 方 心 的 “ 耻 落 ” 

为 了 鸿 示 叶子 为 学 总 动 的 基 些 特性 ， 我 们 来 事 察 -种 有 益 闻 
展 损 ， 全 管 这 种 情况 丰 身 并 没有 近 缔 的 物理 意 艾 : 设 有 :粒子 运动 
于 其 一 劳 场 由 , 该 场 在 革 滞 (原点 ) 按 世人 ( 门 一 一 让 到 (一 有 的 规律 
趋向 无 穷 大 ; 场 在 让 离 原点 处 的 形 闫 ,我 们 不 陡 考 虚 ， 我 们 在 $18 
中 已 经 否 伸 , 这 样 的 情况 , 是 介 于 通常 的 定 老 ;运动 和 粒子 向 力 心 的 
“ 除 蒂 "这 两 种 情况 之 间 的 ， 

在 原点 附近 , 荚 定 学 太 程 型 在 空 成 


B28 /r+ yR/r:=0 《35. 1) 
[ 尼 (?) 为 波 胃 数 的 径 部 站 式 中 引进 了 下 列 常 数 : 
一 2 一 1 二 1)， (35. 2) 


并 有 是 已 经 咯 去 了 吧 次 低 于 1fr 的 所 有 各 项 ; 能 量 吾 的 数 必 假定 足 
有 限 的 , 园 帮 含 吾 之 刺 环 已 花 方程 中 司 去 . 
我 们 妥 走 呈 的 撒 敌 为 一 7 出 本 得 出 的 一 个 一 次 方程 ; 


8 十 IJ) 十 下 一品 ， 
它 有 以 下 两 个 帷 : 


-sty - ») so 一 一 到 一 一 (35. 3) 
为 了 进一步 证 究 这 个 问题 ， 最 杂 7 腔 册 以 下 的 步 矣 . I 
质点 划 出 一 个 半径 洲 的 小 区 域 ， 并 用 荫 数 一 y /73 代 震 这 个 
或 内 的 一 p17 羡 数 ， 然 后 把 这 个 " 截 斯 ” 场 中 鸭 波 闲 数 : 和 再 
来 研究 过 滤 到 极限 情形 re 一 0 时 能 得 什么 结果 . 


我 们 光 假 定 ?一 本， 此 时 s: 和 呈 都 是 贫 实 数 ， 才 县 si> sa 


a 了 人 = 


对 ">ro 而 言 , 醉 定 诗 方 程 的 通 解 其 有 下 列 洪 式 ( 我 们 永远 限于 7 
很 小 时 的 情 彤 ): 
R= .Ar Br™, (35. 二 
和 都 息 常 数 ， 当 7 二 ro 时. 方程 
Rt2R rT vyRiri=d 
之 解 如 果 在 原点 取 有 限 售 , 则 此 解 的 形式 为 


局 二 CS， k= ro. (35. 5) 


在 ”一 ro 处 . 吾 晒 狐 及 忒 导数 于 必须 连续 .这 而 个 连 缂 条件 中 疗 : 
一 个 条 件 , 最 好 改 为 "如 的 对 数 导数 的 连续 性 条 件 ， 册 此 得 出 下 列 
式 子 : 

全 (St Fr 1 Sa 


Dr 
Ar TET Br -Rcotkro 


或 
A cor rp 
从 填 式 解 出 的 比 情 B14 呈 以 下 的 形式 ; 
B/4 二 汕 数 Xr (35. 6) 


现在 让 ro~0, 我 们 发 现 B14A>0( 注 总 ss 由 光 可 由， 对 

茧 完 刘 方程 (35. 1) 的 两 个 在 原点 处 发 散 的 解 讲 来 ， 我 们 应 该 连 闵 
发 散 得 较 慢 的 那个 解 : 

再 一 4/rail， (35. ?) 


现在 设 p> 六 此 时 81 有 1 sz 都 成 为 复数 : 


1 . 
£1 = 一 诗 +iV{ p 一 子 ) $2 二 82, 


重复 以 上 的 分 析 ， 结果 仍 得 (35. 他 式 ， 把 51 和 ss 的 值 代 和 以 后 
得 到 


旦 于 村 = 


BiaA= 常 数 六 rT (35. 8) 
过 谈 到 航 跟 箭 形 79->0 时 ,下 式 并 不是 向 任何 固定 的 极限 值 , 可 网 
不 可 能 直接 过 渡 到 最 限 ， 采用 (35. 8) 式 ， 则 实 解 的 一 般 形 式 可 以 
写成 


bey 于 1 F I ee 
R= 常数 x7 cos( YY( 放 一 上)iog 二 + 常数) 《36.9) 


这 个 并 数 所 县 前 零点 数 随 76 的 减 小 而 无 限 增 多 ， 一 方面 , 由 
于 (35. 9) 式 对 县 有 任意 有 限 能 量 值 吾 的 谈 国 数 〈 指 ”很 小 时 的 波 
孙 数 ) 讲 来 都 能 成 立 , 男 一 方 而 , 基态 波 畏 数 是 根本 没有 零 扎 的 , 我 
们 就 可 局 得 出 这 样 的 锥 论 ， 读 场 中 粒子 的 “生态 ”对 应 于 能 晶 如 
= 一 Co， 对 分 立 贷 航 任 一 状态 讲 来 ， 粒 子 主 要 是 在 >>U 的 空间 
区 霹 内 ， 因 此 , 当 召 一 一 ce 时 , 读 粒 子 处 在 原点 附近 的 无 限 小 区 域 
内 : 这 怠 是 记 , 该 粒子 " 落 " 人力 心 . 


粒子 开始 “ 落 ” 入 力 心 的 “临界 ” 场 U。: 相当 于 p 一 闻 . U。 中 


一 1772 前 而 的 最 小 系数 可 以 从 =0 的 C35. 2) 式 得 出 , 妈 
Ur - Bmr, (35, 10) 


由 (35. 3) 式 可 以 看 出 ( 式 中 的 s1)， 莅 定 尝 方程 允许 解 ( 在 U~1/7 
的 附近 ) 的 发 散 程度 在 r=>0 时 不 洪 杆 1/v r。 如果 r>0 时 该 势 
场 比 17r* 更 馒 地 站 夫 无穷大 , 则 在 原点 附 辽 的 苹 定 调 方 积 中 ,DU (7) 
与 苯 它 项 抽 比 可 以 略 兴 不 计 , 从 而 得 到 和 各自 出 运动 相同 的 解 党 , 即 
划一 区 见 8 33)， 最后， 加 果 势 场 比 117? 更 快 地 扑 向 元 穷 大 按 


一 jr 规律 ， 92), 那 来 ， 原 点 共 近 的 波 函 数 就 和 7! 成 正比 
( 兄 8 49 例题 ). 在 所 有 以 上 情况 下 , 乘积 r 昌 在 =0 点 都 稳 于 零 

北 次 ， 我 们 来 研究 场 在 无 穷 远 处 毛 Uv 一 B17? 的 规律 消失 并 
在 原点 附近 具有 性 间 形式 时 ， 划 定 刘 方 各 之 解 所 具有 的 性 质 ， 我 


*。 了 2 。 


们 首先 假定 二 地， 容易 证 明 这 种 情形 下 只 能 存在 有 限 多 个 负 能 


级 D， 实 际 上 , 能 量 如 =0 对 ， 群 定 刘 方 程 在 远 距离 处 呈 (35. 了 ) 形 
式 ， 它 的 通 解 为 (35. 4) 式 ， 可 是 (35, 4) 式 的 丽 数 是 没有 零点 的 
(7 二 0 时 ); 因此 , 径 向 省 函 数 的 所 有 零点 都 位 于 有 限 距 离 内 ， 它 们 
的 总 数 是 有 限 的 ， 换 名 话说， 分立 谱 的 终止 能 级 严 = 0 的 编号 数 
是 一 个 有 限 侍 

另 一 方面 , 如果 ?> 工 , 分 立 谱 就 含 无 穷 多 个 负 能 级 . 实际 上 ， 


如 .0 的 状态 波 函 数 企 远 距离 处 旺 (35. 9) 形式 ， 具 有 无 穷 多 个 过 
点 , 从 面 编号 数 永远 是 无 穷 大 ， 

最 后 , 设 场 在 整个 空间 内 咀 品 = 一 B/r? 形式 如 果 y> 工 ， 
该 粒子 就 < 落 " 人 力 心 ， 如 并 2 二子 ， 则 完全 不 存在 负 能 级 ， 实 际 
上 ,此 时 加 = 0 的 状态 波 芍 数 在 整个 空间 内 呈 (35. 7) 形 式 ; 这 个 式 
子 , 在 有 限 距离 内 没有 和 零点 , 亦 由 它 对 应 于 最 低 的 能 级 (对 给 定 的 
! 折 言 ). 


8 36， 库 伦 场 中 的 运动 ( 球 坐 标 ) 
转 力 场 运动 中 -个 机 重 要 的 情形 是 库伦 场 中 的 运动 
区 一 十 妇 ! 
(寺中 是 一 个 正 的 常数 ). 我 们 先 考虑 库伦 引力 场 , 因而 写成 U= 
一 af7. 根据 以 前 讲 过 的 一 般 演 虚 , 昌 然 负 能 肝 椒 征 们 呈 分立 谱 ( 具 
寿 无 穷 多 个 能 级 ), 正 能 量 本 征 便 时 过 续 遮 . 
《32. 8) 的 径 孙 数 方程 呈 以 下 形式 : 


叶 应 电 忆 经 假定 了 fF 很 小 时 读 场 中 的 和 粒子 和 不全" 幕 " 入 力 心 . 
中 143 各 


名 + 和 140a1 儿 
如 时 我 们 蕉 虚 的 是 两 个 相 吸 粒 耻 的 机 对 运动 , mm 应 取 折 合 原 量 . 

在 涉及 库伦 场 的 计算 中 ， 最 好 采用 一 种 特殊 的 单位 制 代替 通 
节 的 单位 制 , 我 们 称 它 为 库伦 单位 制 ， 这 种 单位 制 中 的 质量 \ 长 度 
和 了 时 间 的 其 度 单 位 分 别 为 








(Ee)R=0. (36, 1) 


RA 
ma’ ma 
所 有 其 它 单 位 都 可 以 从 以 上 三 个 莫 位 导电 ; 例如 能 量 的 单位 为 
mo 
A 


在 本 和 及 下 世 中 ， 我 们 都 采用 这 种 单位 制 (除非 作 特 殊 声明 ) 写 ， 
《36. 1) 式 在 新 单位 制 中 变 成 


oR 2 dR Ll--1) 7 Np 
a Rt 二)8=0. (36. 2) 
分 立 谱 
引信 下 列 新 最 代 圭 参 晤 玉 和 谜 是 这 : 
n= —2E), p=2rin. 《36. 3) 


加 为 负 值 时 ,下 是 一 个 正 实数 . (36. 纺 式 作 (36. 3) 式 的 替代 所 
呈正 绚 形 式 : 


井 刻 信 如 = 有 ITX19 中 克 汐 电学 的 质量 ,并 售 二 一 ee 为 也 于 的 电荷 ?， 册 库 

从 单位 岳 就 和 车 子 单 位 制 一 数 . 长 度 的 原子 单位 为 
et 二 0,529X10-* 碌 洲 
i 称 为 玻 尔 半径 ;， 能 二 的 原子 音 位 为 
536 站 ?一 4.36X1n0-1 冰 后 = 二 27,231 电池 上 基 特 ， 

孔 这 个 单位 的 -~ 五， 称 鸭 1 里 管 伯 trydberg}. 电 带 的 原子 弟 售 沟 2=4.80 X10r* 襄 
电 和 党 人 位， 在原 穆 遇 形 式 则 令 e 二 4 二 下 =1 我 们 圳 入 到 原 字 划 位 制 中 区 各 个 公式 , 对 十 
立 三 吕 E3, 闫 伦 单位 就 和 原子 草 信 不同 , 
.144* 


RT Rt [地 + 于 ~ rn R--0 (36. 4) 
{所 号 代表 对 名 ey 
Pp 很 小 HFT, 江 中 有限 人 性 条 仁之 解 与 pp' 成 于 比 [ 见 (032.1357 式 ,， 
P 很 大 有 时， 要 计算 吾 的 新 近 行 为 ， 我 们 可 在 (36. 区 式 中 蜡 皮 含有 
lp 条 1 之 项 ,得 下 列 方 程 : 
R= 也， 


+。 
族 吾 =-e3” 我 们 只 对 无 穷 远 处 等 于 脸 前 解 襄 党 元 ， 可 见 ，p 很 大 


时 ,这 个 解 应 按 e 了 "的 规律 递减 
名 此 我 们 很 站 然 地 作 下列 痊 代 : 


-3 可 在 


R=p'ie wtp), (36. 5) 

星 时 : (36. 办 式 变 成 
pi + (2 2 pw (noliw=0, (38, 6) 
址 式 之 解 在 无 穷 远 处 启 该 不比 P 的 企 意 有 限 次 营 发 攻 得 更 快 ， 而 


当 p= 二 0 时 应 该 符 于 一 个 有 限 值 ， 满 足 后 一 条 件 之 解 为 下 列 人 台 沪 
起 几何 明 数 : 
初 闻 于 (一 下 二 十] 2 十 2 PP (36. 7) 
( 见 数 学 附 东 3 由 十 . 人 要 求 (36. 7 式 中 的 
一 及 十 了 十 1 所 能 腾 信 副 数 (或 堆 ) I 轩 , “36. 写 式 所 而 的 消 数 变 成 
一 个 p 的 % 一 一 1 次 多 束 式 . 厦 中 (36. ?) 式 任 无 穷 远 处 将 接 e* 方 
式 发 航 [ 风 (dd.14) 式 ]. 
由 此 得 出 结论 , 有 4 属 筑 起 一 个 正 整 数 ， 对 给 定 的 了 而 省 ， 掺 
纳 布 
ni 1 (36. 1} 


了 36. 提 入 的 笔 二 攻 解 当 po 册 撤 pH- 方式 发 艇 , 
* 43 = 


忆 及 (36. 3) 式 中 参 营 台 的 定义 ,我 们 得 到 

E=—1/2n, n=1,2,.., (36. 9) 
这 就 解决 了 库伦 场 中 分 立 谱 的 能 级 河 题 ， 我 们 看 到 ， 在 零 与 基态 
能 级 桓 = 一 瑟 之 问 ， 在 在 着 兆 穷 多 个 能 级 ， 相 邻 能 级 前 间距 随 


的 增 大 而 递减 ; 这些 能 级 全 来 僵 密 地 挤 向 瑟 --0 的 能 级 ， 任 再 -0 
处 , 分立 谱 次 告终 正 而 转 为 连续 庶 ， 在 通常 的 单位 制 中 , (36. 9) 式 
呈 下 列 形 式 3; 


mo 
B= 2 让 m2 


整数 如 称 为 主 量子 数 .$$ 32 中 定义 的 径 量 子 数 竺 于 
花丛 -一 二 一 上 
主星 子 数 的 数值 给 定 后 可 晓 以 下 各 种 数值; 
一 站, ,WO—1, {36. 11} 

即 可 取 旬 个 不 同 的 数值 . (36. 9) 的 能 量 才 式 中 只 出 现 由 ， 因 此 ， 
nn 胃 问 “不 间 的 省 种 态 基 有 相同 的 能 屋 候 页 此 可 狗 , 每 一 个 本 
征 值 ， 不 慢 对 磁 景 子 数 吉 而 宫 ( 这 起 任意 继 力 声 所 共有 的 ) 别 且 对 
?而 言 都 是 简 并 的 .后 一 种 简 并 ( 称 为 偶然 简 并 或 库伦 简 并 ) 是 库 
伦 场 竹 有 的 人 性质， 我 们 知道 ， 对 每 一 个 了 全 而 言 , 有 (2 十 二 个 不 
同 的 柬 擂 ， 因 此 第 芋 个 能 级 的 简 并 度 等 于 


(38. 10) 


n-l 
S21+1)=n, (36, 12) 
T= 
定 态 波 国 数 是 由 436. 57) 和 和 (36. 了 ) 式 确定 的 ， 合 流下 玫 何 国 数 
的 两 个 参 是 稳 为 整数 时 ， 除 开 一 个 周子 外 ， 等 于 矿 义 拉 善 尔 函 数 


人 在 量子 考 学 出 再 之 前 的 1913 年 , NN, 入 乐 首先 得 到 人 36.1 内 式 ， 蜂 于 办 学 中 ， 
泡 利 子 :928 年 送 败 瑟 陡 广 汗 符 到 雌 式 ， 几 个 肯 后 ， 醇 定 调 ( 首 用 波动 方程 ;也 求 出 此 
式 ， 

+ I46* 


见 数学 附录 § 0), 故 


PP, 一 常数 x pre "La (p). 
径 国 数 应 按 下 列 条 件 妇 一 化 : 
[Birdr=1. 
= 个 
其 最 终 形式 为 中 
2 nt)! pr! 2 arrif 2r 
有 一 一 下 人 TD 1 a ) 


Ca 
-nm DY (ni—1)! 
x (27) te /nF n+ lt1, 27-2,2r/n) (36,13) 
这 个 贞 一 化 积分 是 用 民 . 个 式 算 坦 约 包 , 
在 原点 附近 , 吾 。: 呈 于 列 形 式 : 
Roumr rr ITY 和 (36. 14) 
在 远 距 离 处 ， 


Ri 二 上 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 # 一 Tarzn 
《36. 15) 


心 载 们 1 冶 出 前 西 瓜 个 Rn 函数 . 


加 唱 一 号 ET， 


Ra = (uv a ( [— 7") 


1 


RalM2V 6)e Yr, 
sn = 《33 Be * 人 rr 十 站 让， 


Ru= (B/S7V 6 Ye 3 af -二 站 


Bos = (CABI MIDE 3 rs, 
号 ”把 邱 甘 条 堂 硕 志 的 二 或 1d. 131 代 大 .并 奏 行 分 部 标 分 ， 岂 能 算出 运 合 归 一 化 
积分 [与 计算 革 让 德 率 项 式 的 积分 式 人 ,8) 袜 册 ]， 


s E47 = 


当 上 距离 ” 的 数 嫩 级 法 到 ?~1 | 时 (在 通常 单位 制 员 ?~~ 才 f m3 时 )， 
? 的 各 种 茬 座 的 平均 伍 是 凡 下 式 计算 的 ; 
二 人 ar 
应 用 全 .7) 式 可 以 求 得 关 的 通 式 . 我 们 在 这 里 写 出 前 用 全 玫 慎 
《包括 正 、 负 到 性 六 


一 本 了 fen i -1)]|, 到 一 本 na[5n2 一 1 一 31 [十 17， 


_ _ | 
-1 一 -2 一 十 .=- 
r=1l/in, 7 7=1/m (7 到) (36. 16) 


连续 谱 
正 能 叶 本 征 慎 呈 连 绿 谱 ， 从 等 一 开 延 伯 到 尖 穷 大 ， 行 一 个 过 
样 的 本 征 值 如 不 无 穷 简 省 的 ; 同 为 每 一 个 百 值 有 无穷 多 个 态 与 之 
洲 应 ， 这 些 态 中 的 1， 可 了 到 崔 到 co 的 所 有 整数 和 值 (对 给 定 的 了 浊 
言 , 4 还 可 取 各 种 可 能 的 数值 ， 
(36. 3) 式 中 定 关 的 数 秆 及 及 变量 p, 现在 视 变 成 纯 虚 最 : 


n=—iiv oR- dh, p-.2ikr. (36, 17) 
其 中 下 =v 2 如, 连续 谱 的 径 函 数 呈 下 列 形式 : 
性 一 要 让 i. 。 Tn 
让, =- Tar 1a)'e Flijh it|1,2142, 2ikr), (36.18) 


其 中 的 Cw 证 虹 一 化 央 子 ， 这些 径 师 数 可 以 表 碾 下 州 复 柑 分 形式 
《项 全 可) : 
R,, 0,, Qhr) ea Pe (1 ) 6-21-2018. 
(36. 19) 


信条 册 可 以 济 划 沾 昼 类 二 有 二 二 一 2 后 庆 和 沾 ; 实 豚 数 虹 上当 办 硬 
采用 斑 一 种 让 区 无 无 . 


@ 14 * 


抽取 的 太 分 路 线 生 如同 10 所 示 ， 
通过 替代 < 一 2a8rf +: 5) 这 个 
在 ! 分 可 这 化 成 更 为 对 称 的 形式 : 
BC er 





2 这 
1 -EL 1 Nt 筑 10 
ta 《人 一) a 
(36. 20) 
所 到 的 积分 路 线 贡 正方 旧 绕 过 二 = 土地 两 点 ， 银 汤 这 个 表 式 立 


可 以 看 出 函数 i; 都 是 实 函 数 ， 

利用 合流 超 几 全 尔 数 td 14 的 渐 近 展 式 , 可 以 立刻 牙 得 波 沼 
数 有 的 类 和 似 展 式 , (d. 1 和 0 式 中 前 晤 项 给 出 了 图 数 有 BR 中 的 两 个 
复 共 罚 表 式 , 绪 果 得 


-i 





"FE 对 
RO Reel 
xG( 十 1 十 十， 字 一 上 一 2 并 (36. 21) 
如 果 汶 国 煞 按 公 25 标 度 " 归 一 化 [好 按 条 件 (33, 入 归 一 化 ] 
则 归 一 化 系数 等 二 
Os=2he {Ti !, (86. 2°) 


国 而 当 了 很 大 时 ，EBz 的 肖 近 表 式 上 如 0368. 21) 陈 的 展开 式 中 的 生 
项 j 其 有 下列 形式 ; 


Ry 一 全 sin (er log2hr— Slr 二 5 


员 我 们 四 可 以 出 沿 扩 方向 族 过 上 = 和 二 268f 隔 个 麻 点 移 任 童 一半 封 山 曲 
级 ,来 代 租 图 多 中欧 积分 山名 ， 对 整训 的 站, 乌 玉 FEE 二 2 一 2rin 册 并 Y 
辣 此 曲线 一 周 回 到 师 丰 ， 


本 帮 过 且 


BiargT (+1—i/h), (36. 23) 
这 和 畔 力 场 中 连续 谱 的 归 一 化 波 园 数 所 其 有 的 一 般 公式 (33. 20) 
相 一 八 . (36. 23) 式 和 (33. 20) 不 不 问 之 处 , 在 于 正 强 疝 数 的 宗 量 中 
三 在 一 个 对 数 项 ; 但 由 于 1ng7 与 7 相 比 增长 较 慢 ， 在 计算 无 穷 远 
外 为 发 散 纺 归 一 化 可 分 时 , 这 一 项 前 存 在 是 无 关 紧 要 的 . 
出 现 于 归 一 化 亲子 036.22) 式 中 的 敬 玛 鸣 数 的 横 量 值 , 可 以 用 
初等 图 数 形 出， 应 用 郊 知 的 休 玛 靖 数 的 性 质 : 
Tat+D=aT (82), Tla)T (1—2) =x/singg, 
我 们 有 
COT1ITEINEY = RR CR OE), 
dttl— $i = ok). 
[以 及 


1 
[Tt Ti iti)’ 
1 
-VE tsinh 2 


故 Co 开 Vs s2 十 误 (36. 24) 
=1 


AT 一 6 2 


i 一 0 站, 狗 积 改 成 1. 
了 到 级 服 >0, 便 化 全 到 过 能 晤 特 味 情况 下 的 径 孙 数 ， 对 此 有 
F(E+titL, 27 .2, po) 21-. 2, 2ikr) 


27 Cr)? 


-1 Toray (27 -2) (20 483721 





-rl | 
= (24 (2) DT, (Br), 
革 中 鸭 Vorni 是 22711 阶 贝 赛 求 国 数 . (35.24) 中 的 Gir 系数， 当 


ss 5 +* 


Ov Bx 1 
页 


[再 AAA Ei 一 VY En BT), (36, 25) 
7 很 天 时, 这 个 卫 数 的 新近 式 为 名 
[RV]ss0 一 (高) sin(VF 一 tx 一 于 } (36. 26) 


如 来 改 为 以 能 其 标 论 归 一 化 , 姥 把 忌 : 改 成 (33, 5) 式 的 五 se， 则 上 
式 的 MV 雍 因 子 消 类 ; 吾 >0 时 , Rg 保持 有 限 . 

在 库伦 斥 力 场 中 必 二 a/7) 只 存在 正 能 量 本 征 值 的 连续 谱 . 从 
数学 形式 上 讲求 . 把 产 伦 引 力 场 方程 式 中 的 了 改 成 一 +, 就 可 得 到 
斥 轧 场 中 的 醇 定 坦 方程 . 因此 , (36,18) 式 作 同 一 更 改 后 , 立刻 得 到 
斥 力 场 中 的 定 态 波 国 数 ， 归 一 化 系数 仍 由 渐 近 表 式 所 确定 ， 所 得 
的 结果 为 





— Cr ir (FE oo- 
RB, — aE yr (2br) ew P(E + Itl, 21+2, zitr ) 
O11 32 | lt 十 1 二 豆角 | 
Baik TT V I 
-Ym y+ (36. 27) 
” 往 大 时 这 个 阔 数 呈 下 列 浙 近 形式 : 
2 = 1 _1 一 - 
Re sin( kr 元 log28r 5 fn . 5) 
Grarg 人 十 1+ 志 )》 《36. 28) 


TD 注意 , 这 个 函 笋 放 当 于 (1 二 二 】<<r<b-* 迁 动 民 卉 内 所 用 的 淮 经 典 撑 似 式 
{3 49), 
阁 151 时 


库伦 简 并 的 本 质 


粒子 在 库伦 场 中 作 经 则 运动 时 ， 这 种 形式 的 场 有 一 个 特殊 的 
守恒 律 ; 如 素 是 引力 场 , 则 有 !( 泥 4 力学 >$ 15) 


A 一 ri/7 一 言 X1: -常数 . (36. 29) 
里 子 力 学 中 ,相应 算 符 汶 
A=r/r—3 (xiixDB), (36. 30) 


容易 证 明 ， 它 和 哈密 顿 量 到 一 3 记 *…1/7 对 易 . 


由 直接 计算 , 给 出 算 符 4 之 问 以 及 它 和 角 动量 算 符 之 六 的 下 
列 对 易 基 承 ; 
{i A} =iewdy, {A A}=—2ifei, (36,31) 
有 4; 之 问 的 不 对 易 性 , 说 明 4.，A,，4， 三 个 晤 在 量子 力学 中 不 
能 局 时 有 定 值 ， 共 由 的 任 一 个 算 符 ， 例 如 A,, 与 相应 的 人 骨 动 量 分 
量 $j 对 另 , 仁和 角 动 最 平方 算 符 也 不 对 易 、 这 个 附加 守重 量 的 存 
在 , 再 忆 不 能 和 其 它 量 问 了 时 削 量 , 导 笃 了 能 级 的 附加 向 并 ( 见 § 10), 
这 就 是 分 站 能 级 的 “公然 "简章 , 为 库仑 场所 特有 . 
这 种 简 并 皇 的 几 求 ， 还 可 以 用 量子 力学 库仑 同 题 中 与 空间 禾 
外 对 称 性 机 人 所 避 的 对 称 性 来 加 以 表述 (B. 让 .中 ok1933). 汶 此 ， 
我 们 注意 到 ,具有 国定 货 能 明 们 的 分 代 谤 态 吊 ， 我们 吕 把 (35 31) 
第 二 式 右 边 的 六 改 成 马 并 用 算 符 凋 -4i /vv 一 玉 代 炮 4;， 这些 
算 符 的 对 易 关 系 为 
[让 一 (36. 32) 
上 式 和 对 易 式 下 ,1 ie 放 在 - -起 ， 形 式 上 等 同 手 四 维 欧 
氏 空 间 少 中 无 限 小 转动 算 符 的 对 吻 闫 系 . 这 就 导电 子 力 学 中 库仑 


二 此 站 记 和 上 代 共 四 稚 箔 六 儿 弄 入 洒 3 2 芋 中 51 27 得 玉 国 册 书 无限 
小 转动 往 和 宕 ; Wz, dy, 不 在 zw. yu 和 zt 壮 面 肉 的 无 限 小 转动 算 柠 ， 


" IS2* 





问题 的 对 称 性 马 . 
县 对 如 英 系 (36. 32 由 发 ， 我 们 飞 能 异 出 库伦 场 中 的 能 级 表 
式 盈 . 先 把 1 和 改革 成 下 列 算 等 : 


ji = 五 人 Lu， ja J 


3 ww. 《36. 33) 


对 此 , 有 
4 D1} - ie {fai, fan} = te, jor 
{F197} =0. (36. 31) 
上 式 等 同 寸 两 个 独立 的 三 维 角 动量 笑 量 的 对 易 其 系 式 . 央 半 并 和 
六 的 本 征 基 为 计 ( 半 十 1 和 al 如 十 1)， 基 中 ,2a 二 0， 可 i, 


久 另 一 方面 , 根据 算 答 uu 和 1 二 rx 名 的 定义 , 经 简单 计算 


在 了 十 贮 的 计算 中 ,又 一 次 把 六 换 成 了 吾 ， 从 而 有 
> 1/,. 1、 ，， 
六 二 花 二 一 区 十 )=3GrD， 


(大 中 了 三 人 半 j2) ,由 及 吾 二 一 112(27 十 1) 其 后记 号 

37+1=n, n=1, 2,3, +"., 《36. 45) 
我 们 就 得 到 所 需 颖 采 互 = 一 1!292， 能 级 的 简 并 度 为 (2j1-41) 
xt2 放 十 了 = (27 十 1)7=w?， 是 应 有 的 结 采 . 最 后 ， 山 于 工 一 站 十 ， 


个” 在 波 衣 歼 的 动量 表 旭 中 显示 的 对 称 性 ， 抑 W. 站 ，Fok， Zeitschrift fiir 
Physik 83,115, 1035- 
一 这 个 推 守 主要 由 弦 ， 袍 利 (1935) 绍 出 . 
写 此 时 移出 动 基 上 其 有 守 54 中 所 撕 还 的 性 顾 13 可 以 是 整训 和 半 整 歼 )}。 
* 33. 


对 于 给 定 的 方 :: 广 = 。 (一 1 轨道 角 动 其 的 取 值 十 从 O 到 


2 一列 一 工人 


创 题 
1I， 求 所 原子 基态 中 动 虽 的 风尘 分布 时 ， 
解 ， 某 态 下 蚁 娄 为 


一 


$= RT ye 。 
PB 家 象 中 的 基态 访 吴 数 可 以 由 下 到 积分 求 出 ; 
a(B) = |r) -ip'rdy 


[ 存 《15. 1 的 臣 ]， 芋 式 的 积分 可 采用 球 泽 标 计 算 , 取 极 轴 扩 中 方向 :结果 得 
Bm 
Cl+ pi 
P 空 何 中 的 几率 密度 为 |atp) 2 (2 5 
2， 求 所 原子 虞 态 中 的 电 于 和 原子 楼 所 组 成 的 平河 扰 场 . 


sf = 


I 能 级 对 不 同 值 的 “ 介 热 * 简 并 也 出 现在 = 证 mw*r? 的 镜 力 场 送 动 中 {三 维 
振子 ; 见 $33, 题 4Y， 这 种 蒿 并 也 是 由 于 输 密 顿 县 的 者 外 对 称 尾 , 在 这 种 情 癌 下 , 对 称 
福 之 出 现 万 是 国光 H = /m+ mot 中 算 符 p; 和 坐标 zx; 都 旦 平方 和 ， 如 把 这 些 
算 符 改 成 

a MDE ,Mr bs 
a mio | 本 ? 
我 们 得 
A a 3 
H=he| a+ 一 | 
此 式 对 算 特 起 和 名 的 怀 意 么 正 变换 保持 术 变 ， 这 些 么 正 变 接 所 组 成 的 对 称 群 ,要 比 
二 礁 旋 转 群 [ 它 使 尾音 团 力 场 中 的 粒子 哈密 避 量 保持 不 变 ) 来 得 上 . 

旦 子 力学 路 庄 伦 场 和 振子 场 的 这 种 特殊 性 质 { 人 情 然 简 并 的 在 在) 对 应 于 经 典 力学 
中 这 些 场 ( 而 明基 有 这 些 场 ?内 存在 若 封 闭 娄 子 就 遵 的 束 实 。 

加 ”是 1 和 是 2 中 采用 原子 单位 , 

"154* 


解 ， 在 性 一 点 + 处 “电子 云 " 产 咎 的 平 册 势 疡 me， 是 由 电 萌 密 并 为 p= 
=-— |i¥) 和 


了 
他 fr 


上 式 准 积分 , 选 积分 常数 使 Be (0 为 大限 秆 , 且 Peteo 天 0， 再 加 上 原 节 棱 的 
霓 场 后 , 即 笠 


Appo) 一 4e ™. 


多 一 二 十 9 人 =[( 二 + er, 


当 7 了 时 ， 用 二 117( 楼 场 )， 而 当 Y 六 1 肘 ， 括 场 沪 男 =e ar 人杰 被 电子 屏 
项 


5、 一 枚 子 运动 于 势能 为 已 = 太一 二 的 转 力 场 中 (图 10， 试 求 具 能 级 . 


解 ， 下 能 莽 昌 运 续 谱 , 负 能 大妈 分 立 的 ， 我 们 只 败 虚 后 者 ， 径 硝 数 的 入 
定 叶 上 广 便 为 
oR 2 dB 2m 遍 : 1 A 有 | 、 
dr 人 dr | | 旭 一 + 由 D 吉 rT + 字 民 0, (1) 


引信 下 刑 新 灾 暑 : 








2 一 2 各 古 
PP 一 人 
天 
并 全 
3m LD = (s+), (2) 
5B hm ~ 
YE-* 《了 
Ury 
Cr) 
Fr 
r 
图 11 图 12 
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则 (1) 式 呈 下 列 形 式 : 
rR+( 一 证 二 各- 2 二]R= 0, 
p 4 pp 2 
这 和 136. 4 其 有 阿 一 形式 ， 因 此 可 以 让 间 商 定 . 广 足 所 需 条 和 件 之 解 为 
R= pe BT 8 二 1. 28+2, 1), 
鞭 中 的 #8 一 8 一 1= 必须 是 一 个 下 整数 {或 零 )， 并 且 s 癌 须 联 巡 ) 式 舶 正 枢 ， 
控 定 革 03), 我 们 得 知 其 能 级 为 


B= 2p+1+ ltD:+ em | 








4， 同 上 题 , 但 = 六 十 Br 12). 


和 解 ， 此 是 只 各 分 立 谱 ， 巷 定 齐 方程 如 下 : 





dR 2 dB 二 1) 要 
一 一 十 二 - .一 一 = 
dari | 二 sa 2” 他 "EE=0 
引 人 人 变量 
pV Bs 
大 
并 令 
LD + = -28 (25 4+1), 
VE 
得 方程 


ES 十 去- 
£R 人 十 Ed 国民 本 各 ,0 
一 9 有 时， 所 末 姑 的 六 近 行为 是 e 25 面 当 二 很 外 时， 这 个 艇 上 和 辣 澈 让 


比 , 其 中 的 s 必须 到 正信 





= 一 |- 1 + 2 +1): rl 
因此 , 可 今 所 求解 呈 下 刚 形 式 : 
ni= Bi/ Ea, 
虽 得 的 方程 为 
Saw” + (2 5 -- sw 上 五 到 一 已。 


"17 


具 而 得 
w= Fn 28 + 外 
共 中 的 全 漠 肥 广岛 整数， 南 击 窟 坊 所 各 的 论 流 上 基 鲜 亲 晕 册 江 守业 合 ; 


Ea hf 





EB] ent2ty rt + | n=0, 1, 2, »: 


§ 37， 库 伦 场 中 的 运动 (抛物 坐标 ) 

对 性 意 转 沁 场 中 的 运动 而 吉 ， 藤 定 过 方程 华 球 毕 标 中 心 能 入 
分 离 变 亚 ， 在 库伦 场 的 情形 下 ， 这 各 分离 变量 东 世 能 在 抽 物 坐标 
系 中 实现 .库伦 场 问题 在 捧 物 坐标 系 中 的 解 ， 对 于 某 些 回 题 的 鲜 
沉 硅 吉 有 用 这 上 旦 癌 题 中 的 某 一 公国 方 岂 其 月 特 丈 性 ; 重 训 ， 必 十 
外 电场 中 的 一 个 康子 (L$ 77). 

雪 物 沧 标 勾 7, 是 几 下 式 定 六 的 ; 


oe A 1 广 心 
Ww Eos gp, ywv dnsing, 和 (一 了) 【SS7 .1 


T= -Fy -Fy 一 2 2 = (EH 
或 反之 : 
E72, Nr = tan” (gir): (C37. 2) 
£ 和 为 的 到 值 可 忆 从 0 到 ,是 从 0 名 2x， 曲 面 E= 常 数 和 
7 币 数 ， 拖 是 绕 z 轴 的 旋转 抛物 体 , 并 以 原名 为 焦点 、 这 足 “ 套 
正 变 伙 标 系 ， 长 虐 元 几 下 起 给 出 : 


2 上 2 +9 3. 2 |] 
at) 一 一 + 本 (qn) én ar), (37. 3) 





体 和 元 为 
dy = 二 十 六 GEdrde， (37. 4) 


出 (37.3) 式 , 拉 普 拉 其 算 符 可 表 为 
，T57 。 


U=—1/r=—2/(§+) 
中 的 单 粒 耶 藤 定语 方程 旦 以 下 形式 : 


Ft 
(37.6) 


令 不 年 汞 数 半 时 下 列 形式 : 
fn e'™, {37. 7) 


其 中 的 台 是 碘 景 半数 ,上 式 代入 (37. 6) 并 乘 以 了 (8 “ ,分离 5 和 
7 襟 量 , 得 天 和 地 的 两 个 方程 式 : 


(sh)+ ee 


de df; _1., 
dn "+ En m /n+p 起 0, 


其 中 的 分 离 参 所 Bl 和 所 的 关系 为 
a1: Hs=1. (37. 9) 
我 们 并 考虑 分 立 能 庶 (EE 二 07). 引入 下 列 各 最 人 代替 百 ,他 : 
n=]/v (—2E), p= év(—28)=é/n, Po 一 他/ (37.10) 
得 了 的 方程 为 


La | -去 Im -2 =0, (37.11 
qdpi 下 Pr + 昌 ( , 


对 避 得 同样 的 方程 , 其 中 


《37. 8} 


Hi 一 一 三 (|m| -4-1) -+ nA, ns = ~ 二 (ml 十 17 -tnB;, (37, 12) 


_1,, 
号 此 解 (36. 几 式 相 想 ,我 们 发 现 , 当 pi 很 大 时 , fi 如同 @e*， 
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Tim 
而 当 pi 很 小 时 , 如 同 pi ”. 因此 可 殿 (87. 11) 式 之 解 呈 下 列 形 式 : 


请 (ID 一 pi (081) 
(对 产 而 次 也 有 类 拟 的 式 子 ). 结果 得 ww 的 方程 : 
piw{ (m1 pwitnwi=0. 
这 六 是 合流 超 几 何 孙 数 的 方程 ， 满 是 有 限 性 条 件 之 解 为 
w=F(—m, | | 1 py, 
其 中 的 mu 必须 是 一 个 非 负 整 数 . 

可 气 在 插 物 举 标 和 中， 分立 庶 的 每 :个 定 态 是 由 这 样 生 个 整数 
确定 的 : 即 扫 上 赵 置 子 数 而 1%2， 以 及 磁 主 地 数 训 。， 对 芋 量子 数 ， 
汶 言 ; 由 (837.9) 和 (37, 12) 并 得 

n= 二 二 + Ra rm| 二 1. (37, 13) 
至 于 能 级 , 当然 和 以 前 记 租 的 C36. 外 式 相 间 . 

对 绽 定 的 而 家, |m| 可 取 0D 到 jw 一 1, 共 个 不 问 的 数 怕 ， 轿 
定 坟 和 ,| 以 后 ; 噩 沿 可 蝶 8 一 |m! 个 不 司 的 数值, 从 9 到 一 1ml 
一 1 持 曹 虑 到 对 给 定 的 12 我们 可 以 囊 限 闹 二 土 |w| 网 种 不 同 渴 
上 当 数 ， 因 此 , 允 一 个 给 和 定 的 站 条 而 音 ， 一 区 和 有 

n—l 


2 全 (Rm) 十 (n--0) =n 


m=| 
个 不 同 的 态 , 这 种 36 中 所 得 的 结论 一致 . 
分 并 谱 的 流落 数 nm 应 这 下 列 和 铸件 归 一 化 : 
。 站 加 站 . 
[EA = 了 | | nd Et Ddsdndp=1. 
-人 J 
(37. 14} 
叮 一 化 后 的 滤 闭 数 具 有 下 列 有 形式 : 
a A 点 7] i . . 
WW a, .二 - —, [Ee 
Li . 本 Ts pi ( ) fi ( 1 ~ Ty) (C37, >) 


= 


其 中 
rm C2) = 


mi LV et rp, |m| 十 1 pe 了 pg 
{37. 16) 
与 球 玛 标 中 的 不 同 , 猛 物 坐标 中 的 小 函数 对 z 二 0 的 平 商 是 不 
对 称 的 ， 纪 二 ?pz 让， 发 现 粒子 的 几率 在 ?0 的 方 同 大 于 #9 的 
方向 , air 时 则 反之 ， 
连续 谱 ( 吾 盖 已 情形 下 ，(37. 8 式 中 的 局 和 有 参量 都 取 实 的 
连续 值 [当然 仍 有 (37. 9) 式 的 英 系 ]。 我 们 不 谁 备 把 这 种 情形 下 的 
波 示 数 写 出 来 ， 因 为 通常 不 大 用 到 .如果 掀 (37. 8) 式 看 作 “ 本 征 
值 ?8 和 记 ; 所 应 满足 的 方程 式 , 则 有 和 户 还 可 以 取 复 数值 (有 0 
了 时 7。 与 此 视 应 的 波 巩 数 将 存 135 中 写 出 ， 我 们 在 谈 臣 中 利用 它 
他 法 求解 库伦 场 中 的 获 射 问题 . 
定 态 1nnam?》 的 邦人 在 导 谎 一 个 附加 竺 忆 律 (36.29)， 在 这 些 态 
中 , 能 显 以 及 量 1 二 m 和 4: 均 有 定 依 ， 计 算 算 符 二 的 对 角 炬 用 
元 .给 
As 一 【只 一 这 3》 /也 。 《37. 17) 
趟 中 = 一 52 “第 动量 "LL 和 js 的 分 景 值 为 


, 1 . 
Ji 一 {mm 二 1 一) Hl 
37, 18} 


。 1 ， 
az = Hm — Ri 2) a 


根据 [ma3am> 态 【 即 1》 礼 } 的 这 些 性 上 质 安 易 建 立 起 它们 
与 |azo> 术 之 间 波 的 数 的 尖 系 由 于 1 :各 ， 这 两 个 表象 局 
的 相互 变换 ， 基 本 上 束 是 号 4106 由 讨论 的 两 个 动量 相 加 时 的 波 
阔 数 组 合 问 题 ， 所 以 用 “ 香 动量 ”i 和 和 来 表述 时 , [nlm》 和 1%ino 
7 仿 可 写 为 1 人 jobm》 和 | JiR1827 态 ; 恨 据 (36.35) 和 (37.13), 我 
们 大 


sk 


六 = 六 二 这 多 一 中 二 冯 (t 二 向 十 1861) C37. 19) 


根据 一 般 公 式 (106. 9) 一 (106, 11), 得 到 (D. Park, 1960) 


Fp 


Banrm := 之 GE ] Hi Ban 
| CaF. 20) 


一 ] 
Wap,ps — > 此 | 十 Hf2 | Hl Ha 


fd 


» 161* 


8 38， 与 时 间 无 关 的 微 拓 

荚 定 谓 方 程 的 精确 解 到 有 在 少数 简单 情形 下 才能 提 到 ， 对 蚊 
子 力 学 中 的 大 多 数 问 题 讲 来 ， 所 得 的 方程 过 于 复杂 ， 很 难 业 确 解 
出 .。 伺 是 往往 有 这 样 的 情形 , 在 所 给 问题 的 条 件 中 , 各 量具 有 不 同 
的 数量 级 ; 当 我 们 把 其 中 较 小 的 量 略 去 以 后 , 这 个 问题 有 可 能 变 得 
十 分 简单 , 以致 可 以 求 出 它 的 精确 解 ， 在 这 种 情形 下 , 求解 这 个 物 
理 问题 的 第 一 步 , 是 求 出 简化 问题 的 精确 解 , 第 二 步 ， 是 计算 由 于 
在 简化 问题 中 略 去 了 较 小 项 而 引起 的 误差 。 计 算 这 种 误差 的 一 般 
方法 , 称 为 微 挑 论 . 

我 们 假定 某 一 给 定 物理 系统 的 哈密 顿 量 呈 以 下 形式 : 

HB=1JjTY, 

式 中 的 广 足 示爱 拢 筑 符 六 6 的 微小 修正 (或 称 微 抠 项 )， 在 8 38 和 
§ 39 中 , 我 们 只 考虑 与 时 间 无 美的 微 提 (对 五 "也 作 同 样 的 假定 ). 能 
把 六 看 作 是 “小 二? 算 符 下。 的 必要 条 件 , 将 在 下 面 推导 . 

分 立 诺 的 微 扰 论 阿 题 ， 可 按 下 列 方式 表述 ， 假 定 米 受 扰 算 符 
痛 , 的 分 立 谱 木 征 情 BV 及 其 本 征 函 数 za 都 是 已 知 的 , 即 下 列 广 
程 的 精确 解 是 已 知 的 : 


Rpm =Eoy, 《38. 1) 

现在 和 欲求 下 列 亡 程 的 近似 解 : 
fy= (Fo PREY, (38. 2) 
也 就 是 求 受 扰 筑 符 总 的 本 征 值 Bs 和 本 征 函 数 区 所 具有 的 近似 


了 


末节 中 : 我们 假 定 空 符 开 的 才 丰 本 征 值 呢 是 无 向 并 的 ， 划 时 
为 了 便 半 素 简 站 起 见 ,暂时 健 定 本 征 信 只 有 分 立 讨 . 

为 方便 计 , 起 好 荣 用 入 隆 形式 的 计算 方法 ， 为 此 , 我 们 先 翅 签 
求 的 六 图 数 对 名 襄 东 数组 展开 : 


pen$, (38, 3) 


把 次 个 展 式 代入 (38.2) 式 ,得 
Yon RD HV PN 一 全 40) 


所 


[ 式 两 边 各 乘 由 “后 再 积分 , 得 
(BE— Bes= SV, em. (98. 41 


全 


我 们 在 这 里 引入 了 微 扰 策 答 六 测 求 受 护 靖 数组 囊 训 而 宪 的 
Vm 类 际 : 


Vm | # Sad 《38. 5) 
我 们 把 夭 获 ea 和 让 证 六 表 戌 以 下 和 的 级 窗 形 式 ; 


Fa ED .| El.. - oa. !- 人 0 = = £0? : el -| Ci i 
二 中 的 BD 和 ec 洁具 有 与 微 近 P 辐 从 小 的 数 全 级 .万 全 和 es 有志 
二 小 的 涩 于 级 ,这 此 类 推 . 
现在 来 求 第 % 个 本 生得 利 拒 本 征 隧 训 的 歼 正 问题 . 此 时 , 可 令 
ca 二 1, 9m 二 7% 的 er 0， 求 第 -级 近 亿 上 时, 我 亲手 一 到 E. 
cs 一 8 人 二 6 民 入 (38, 力 式 , 几 保 留 该 起 中 光一 级 小 项 ， 由 = 
的 读 式 给 出 
Ea ~ 下 J Fg. {99. 


故 本 征 值 RN 的 一 级 做 正 等 上 徽 庵 项 在 $8 志 中 的 平均 和信， 
(38. 已 臣 当天 时 给 出 


本 i" 


CE =Viaf CE — BP), 二 (38.7) 
而 所 还 没有 确定; 它 必须 这 样 选取 ,使 得 靖 数 内, 二 兴 2 十 Pe 在 含 
有 一 级 小 项 为 止 的 销 形 下 得 他 归 一 人 化， 根据 这 一 点 ， 我们 须 使 
ca 二 人 山寺 下 列 眼 数 


" Vn 1 
P= > BP (38. 8) 


( 式 中 的 后 号 代表 求 和 时 除 琶 w=n 的 项 ) 是 和 六 反正 交 的 ， 坝 
上 的 积分 与 1 只 差 一 个 二 级 小 其 ， 

(38. 8) 式 育 定 了 波 铺 数 的 一 级 近 和 似 修 正 ， 由 此 式 可 以 附带 地 
君 出 上 述 币 抗 法 的 适用 条 人 忻 . 这 个 条 件 胶 是 下 放 不 等 式 必 须 成 
证 ; 


| Fa IED- EO]|, 《38. 9) 
这 就 是 说 ， 算 答 凶 的 符 陈 元 必须 远 小 于 那 丙 个 米 受 扰 能 级 问 的 相 


谱 闻 引 ， 

其 次 ,我 们 来 求 本 逢 伞 EW? 在 二 级 提供 中 的 色 主 ， 为 让， 我 
介 把 五 =: BO 并 和 cy 一 6 人 十 ce-i-c 名 和 代 大人 (38.4) 式 ,机 
属 该 式 中 的 二 级 小 项 ， 当 下 = 时, 出 该 让 给 出 


. 
tn DY -- {1 
Frei = > 本 
br 


i 
: 下 ， 立 
Bm. Bp (38. 10) 


[我 们 已 把 * 中 一 Pasy (有 六 一 8 代入 , 并且 应 用 了 算 答 庆 的 厄 锻 
汪 : 下 ms:= Vem]. 
注意 ， 基 态 能 级 的 二 级 近似 修正 永远 龙 信 的 ;因为 ， 旭 果 吾 让 
更 高 级 近似 可 以 用 同样 的 方法 计算 出 米 
* 工本 学 = 


以 上 所 得 的 结果 , 可 以 立刻 推广 到 Zo 算 符 也 市 连续 谱 的 情形 
(但 微 扰 仍 和 以 前 一 样 , 应 用 于 分 立 谱 的 一 个 态 )。 为 此 呈 的 , 我 们 
只 要 在 分 立 庶 的 求 和 式 中 加 进 一 项 连续 诺 的 相应 来 积 式 .我 们 刘 
下 标 » 来 区 分 连续 谱 中 的 备 个 志 , ? 的 值 域 是 过 续 的 ;我 们 按 惯 人 
把 理解 为 ~- 组 物理 量 的 数值 ， 这 组 数值 足以 对 该 疙 进行 完全 若 
器 庆 的 太 信 在 是 科 开 的 , 时 仅仅 能 时 本 还 看 有 ,机 

个 杰 ), 这 样 一 来 . 比如 (38. 8) 式 水 应 访 疏 成 


- ! EF Vs 
DY 1 
9 二 这 Oy 二 | 0 weyv. {38. 11) 


共 它 公 汽 电 作 类 位 的 匀 改 ， 

亿 有 全 公 芝 信和 择 一 损 ， 此 式 是 用 前 组 竺 的: 划 各 二 时 村 全 
出 物理 怨 了 的 证 狂 元 的 从 拓 人 ,采用 (38. 的 起 给 遇 的 02 精 殉 到 
一 名 项 为 半 ,不 准 求 得 如 下 的 表 式 : 


， 下 此 + 入 1 ce Vom 瑟 
jn + ED 1 + 之。 Ee eo, (38. 12) 





”第 一 个 求 和 式 中 的 天 = 第 二 个 求 和 式 中 的 不 过 加 . 


例 题 
1。 求 汪 征 隋 部 税 二 组 汉 似 修 疾 六 守 . 
解 ，e (人 二 向 系数 可 以 用 关头 于 号 到 二 级 顶 汐 上 的 中 5. 四 式 算 旨 . 友 
于 te0 系数 可 这 梯 选 取 , 使 六 ;二 六 十 划 生 十 攀 了 数 在 包含 站 级 项 为 目的 闻 
形 下 入 至 归 -化 ， 结 时 得 


切 [: 一 -AS Va sn 让 Bn - 生 5 nF EE 


i rd Re 
上 








hm 
| 《 “| I Fma|? 
一 二 3 和 
i 


哮 这 里 询 波 商 数 是 让 应 控 的 上 国 数 时 一 化， 


式 中 引进 的 频 举 
一 【再 — BE)) /EK, 


2?， 求 能 厨 刺 征 旬 前 三 级 和 近似 得 正 - 
他， 写 出 =# 时 (38, 相 式 中 的 三 级 小 项 , 我 们 得 
| "Van meV rn "Fn|? Frm | * 
Ee -> 之 rs "2 Ne 
， 求 一 非 浇 线性 振子 的 能 用， 其 哈密 晤 最 为 
= + ont ant pr. 
2 总 
解 . 利用 z 的 抱 陈 元 家 式 (23.4), 和 朋 根 据 算 阵 的 乘法 规则 .可 以 直接 求 
丹 于 有 和 有 介入 阵 元 ， 我 们 发 现 丰 年 二 过 的 于 年 阵 元 有 
Eh n= Cs 兄 一 ={ /了 tn (和 一 2)， 


Phy 


fn WN 
(es sa ) Ye 


六 个 红 际 的 对 如 元 过 竺 十 零 、 训 了 输 突 李 盟 下 的 az3 天 ( 看 作 谐 折子 的 一 个 识 
挑 项 ;在 -级 近 做 中 的 修 开 人 等 于 窑 ， 这 -项 的 二 级 近似 修正 和 pxt 的 -级 
近似 伐 正 其 右 相 癌 前 数 攻 级 ， 玉 的 对 角 托 阵 匹 理 上 下 刑 形 式 : 


cs 直 } 3 3 Con: +2n 二 1). 
? Wy 半 





走 用 一 般 公 式 {38. 合 和 38. 10, 我 们 求 得 非洲 报 子 花 级 前 下 到 近 但 家 式 : 


pl 计 )- 字 阁 ( 如 ) 
Erio Nt) a) (® tn 


+ (si) ( 呈 二 9 十 于 让 
4 -个 共 有 无 限 高 势 壁 的 球形 势 济 ， 经 微小 形变 (体积 不 变 ) 变 成 一 个 
站 轴 为 a=5 和 。 的 路 长 或 略 扁 的 旋转 球体 ， 求 此 变形 阱 内 粒子 能 级 的 分 列 
‘(A,B, Migdal 1959). 
解 ” 时 哮 的 方程 为 


通过 本 红 民 的: sz/ VR, 2 一 eR 上 起 化 成 TR 
大吾 入 为 如 的 球 方 程 。 这 十 变换 思科 子 的 哈 ; 惰 A= 一 
(i7 为 粒 子 质 量 . 能 下 钠 包 际 虑 算 必 ) 宗 成 H= Htr, 荡 中 

里 Is 虽 


一 AY. 
3: 
Ta 


E+ 和) 各] 


SC 
失 面 抒情 球 赂 中 的 运动 化 成 了 妹 瞳 中 这 品 的 二 题 . 如 和 引 这 个 梢 球 和 半径 泊 有 BR 
9 的 感 羔 丰 党 . 则 上 可 次 作 馈 扰 . 如 把 凯 球 论 户 中 如 1 按 下 式 定 尺 
1 2 
Lr a Bf 一 - ) c~R lt } 





微 扰 算 和 罕 可 等 吉 
a A 起 
V=ay'P 3Ps). 


坡 弘 掩 谷中 , 实 子 能 级 三 球 了 绰 能 级 的 差别 为 
ABrem = Bnrm ~ 
一 “并 Pi PF |rime>. 
菏 定 王 值 的 能 缀 


起 壹 子 前 动 质 及 共 汪 汀 域 铺 的 分 民 : Rn 尽 球 时 中 具有 # 
可 的 无 迹 张 是 有 一 DB 的 :2 分 





i Fr me HE i 
编写 ， 代 与 涡 泥 甘 ， 由 于 一 3 起 
成 , 根 据 避 07. 允 和 和 07.67 :aaa 于 际 元 正比 于 
of i 2 , 
.— I 届 mA 
瞻 而 
-| -一 3 Vlnid>, 
< 给 放生 天 ner (1- Tit) em [in 
3 了 符 写 表 见 106， 
共 深 ， 
2 Nh? 好 
| ,< 【的 时 了 
cnlO|V nto = SAEN + Al0 | [nt0> 
| 多 
= AE ell ee ridrdo. 
a 馈 二 于 梓 行 


项 中 我 让 利 轴 了 球 叱 中 的 藉 定 齐 方程 Ti = Be hap. 
SH B= Rn TY,o fa 到) 的 微 商 


弟 - ” | 3 
了 人 邯 部 积分 。 玉 用 (28.1D0 式 的 io， 我 们 | 
a sing 2 
mi 功 n10 


GOSH 一 一 一 一 
下 了 


注 
a 
gato 3 3 


F141)  _ . 
一 Bo 一 Bor) 
nm ji 








i 
十 人 4 Rw ae 


径 病 的 和 分 用 下 列 公式 计算 : 
[ ButiBsardr -到 | 再 3 GT， 
[站 2 2 "0 
Rraro dE 1+D| Bidr. 
这 些 公式 是 用 分 部 积分 和 答 向 苹 定 亡 方 程 (33,3) 导出 的 : 
RR 2 pcg, 
和 天 
含有 及 ;的 该 各 项 钼 消 , 坡 后 得 
[t+ mL lpr 
起 Lm = Pai ss| re, si 
注意 到 
= Bu = BE, 


=i 


说 明 凶 还 谱 线 的 "重心 没有 位 移 ， 


ZF > 


$89. 久 期 方程 
现存 回 到 未 受 扰 算 符 总 , 的 本 征 全 具有 简 并 时 的 情形 ， 我 们 
用 凡 0 ,六 人 人 家 属于 加 … 能 量 本 征 值 EW 的 一 供 术 征 函 数 .我 
有 早已 知道 , 这 一 套 本 征 国 歼 的 选择 方式 不 起 唯一 的 ; 可 让 枇 它 站 
线性 组 合 起 来 , 从 中 任意 选 出 8 个 独立 的 函数 Cs 为 E90! 能 级 的 简 
并 度 }, 来 代 赫 原 来 的 那 套 孙 数 但是， 如 虹 要 求 这 些 波 消 数 在 微 
扰 的 作用 下 改变 部 很 小 , 那 未 , 这 套 郊 数 的 选择 方式 就 不 讶 是 任 关 
的 了 . 
现在 我 们 把 钊 8， 区 ，… 理 解 成 为 任意 选 定 的 一 辟 本 受 扰 本 
征 函 数 ， 在 零 级 近似 中 ， 正 确 移 零 级 近 亿 该 藻 数 应 读 是 它们 的 线 
性 组 合 ， 星 ce 加 中 ew 加 1 形式， 其 中 的 组 全 系数 可 以 和 本 
征 和 的 一 级 修正 同时 求 出 来 , 此 步骤 如 下 


二 在昌 * 


我 们 写 出 =n,w',… 的 (38.4) 式 ,在 一 级 近似 中 ， 殷 记 = 
1 代 人 ; 各 于 cn 只 要 用 零 级 近似 值 就 是 能 了 ， 即 64= cw， 


Cw = Cr。 于 是 得 
Eien 之 Po £0) 
或 
Von -06 et 一 [39. 1) 


其 中 的 mm 历 取 求 受 扰 本 征 依 吾 和 所 属 各 态 的 各 和 编导 全 .这 是 
会 卫 ec 为 本 希 数 的 齐 次 线性 方程 组 ， 如 华 这 些 来 知 妈 放 的 第 
数 所 组 成 的 行列 式 等 于 零 ， 这 夺 方 尾 呈 有 韭 委 和 解 ， 因 此 可 得 下 列 
方程 ; 
[IF EV6,, | =0. (39. 2) 
这 是 一 个 的 8 次 代数 方程 式 ， 一 最 讲 来 时 有 8 个 不同 的 
实 很 这 些 根 就 是 欲求 的 而 个 本 征 位 的 备 种 一 级 作坊 ，(39. 2) 并 
人 我 们 主意 到 ， 各 和 根 之 和 等 于 所 有 对 用 死 过 下 sw 
ra 之 和 (这 个 和 等 于 久 期 方程 中 [LE] 冰 对 的 笃 数 )， 
把 (39.2) 式 的 3 个 根 依次 代 大 方程 组 (39., 1) 中 ， 好 出 后 可 得 
3 误 cw 系数 , 从 面 法 答 s 个 赤 级 近似 本 征明 数 . 
我 们 注意 到 , 经 过 微 扰 以 后 , 原来 的 简 并 能 级 一 般 讲 来 不 再 简 
并 [C39. 23) 式 一 般 讲 来 没有 重 报 ]; 或 者 说 ， 简 并 着 被 第 批语 解除 . 
简 并 度 的 解除 可 以 是 全 部 的 , 也 可 以 是 沸 分 的 《和 在 后 一 种 情 达 下， 
Ji 和 给 皖 后 简 开 仍 存 在 , 但 基 简 并 论 小 十 原 坚 移 种 社 江 1 
由 站 可 能 爱 生 这 样 的 身 形 ,由 于 攻 种 原 国 .后 于 国 一 散 绒 的 符 
-个 入 并 态 到 2 一 之 闻 的 芋 了 迁 统 阵 元 全 事 非 常 小 《村 至 入 过 J， 这 











人 迹 个 首 训 来 日 天 体 为 第 


i 


时 ,我们 不 但 要 计 及 一 级 条 陈 元 Yan; 还 要 计 及 高 级 和 的 不 同 能 级 之 
癌 的 跃迁 征 阵 元 PCm 拓 抽 和 我 们 来 计算 二 级 和 近似 的 下 
年 阵 元 . 

在 (38. 4) 式 中 龙 =n 肝 , 令 式 左 的 加 二 EW 十 Ba {保留 记号 EB， 
作为 目前 近似 下 的 能 最 修正 值 )， 并 用 ft 吉 代替 c,， 由 于 m 寺 %， 
二 ,时 所 有 名 一 小 我们 有 

Erle = 之 Venem + Vee (39. 3) 


当 一 tw 生 ,w… 时 , 精确 到 一 级 项 为 十, (38. 人 D 式 ,给 出 
LB — Bod = PD Vane 


Vn 
ca 一 2 Be 
代入 (39. 3) 式 , 得 
Vim mn 
EDew— > (三 入 器 5 二 Far ) 


这 组 方程 代 酝 了 (39. 了 ); 方 程 组 的 相 答 条件 艾 导 该 入 期 方程 , 它 和 
《39. 2) 的 差别 在 于 作 了 下 列 赫 代 : 


了 -人 十 Sp (39. 4) 
例 题 


1， 求 一 个 两 重 简 并 能 级 的 零 级 过 伺 波 函数 [以 及 本 征 慎 的 一 级 近似 修正 
值 . 
解 . (39. 2) 式 现在 星 下 列 形式 ， 
Fi Bi Ws 
Va 一 
» 170 + 


个 标 1 和 2 对 应 于 这 个 两 量 菩 于 训 级 的 古人 下 任 总 种 有 里 的 术 蛇 二 让 陆 站 
煞 ” 和 2， 解 之 ,得 


B= ps) tho), (1) 
其 中 ,记号 下 cot 一 ATF 一 Fo 十 二 | Pls 


代表 两 个 修正 能 级 亚 电 之 闫 ， 盏 解 且 有 了 上 吾 值 的 (39. 1 式 ， 可 行 寺 级 
近似 归 -- 化 波 力 数 由 一 一 站 十 Ce 中 的 系数 . 二 值 为 


wy 区 一 下 1 

1 tn 识 c' 7 | ” 《2 1 
六 [PE 

0 一 十 - ! Ve 1 三 Fu Fs ' . 

有 e's 一 产品 


32， 上 剧 避 一 狼 近 似 的 本 征 秒 数 修 甘 式 ， 以 及 二 级 和 近 亿 的 本 征 盾 修 正式 ， 
解 ， 我们 假定 站 加 已 经 范 正 俑 的 零 弄 了 近 们 法 师 数 组 。 四 这 些 泣 油 副 所 
宪 训 的 Fn' 钴 六 对 下 标 n, RW ( 司 下 同一 简 并 能 级 的 -组 畏 数 ) 而 言 显 然 号 对 
角 约 ， 并 攻 对 角 元 素 Yw，Fwn 一 分别 畦 十 - -级 近似 中 的 各 种 修正 值 Ew， 
Ei, 
现 三 来 洪 虹 本 入 孙 丈 六 的 微 摔 问题 .在 次 级 近 亿 中 , 玉 =B', tr 二 1 
避 关 的 c=0， 在 一 组 还 但 中 ,报信 入 百 = 下 5a 二 1 十 0c8 ?Cn= 
7 的 和 8, .条 久 访 中 的 一 邹 栅 : 
(Bi — EL er Vis = Vm 
战 
oD Vea: (ET Rn) ,se C1) 
不 葡 ,我 们 写 出 此 二 入 的 方 柠 式 , 洪福 成 中 移 . 二 级 项: 
Bet Ve ty Vmod 
cm 的 求 和 式 中 路 直 二 人 ,的 项 7， 把 尾 训 二 Fs 以 及 (1) 式 中 的 em? 代 
人 ,mm 壮 品 时 竹 


【1 " 下 。 mY mn 
! 了 了 ， 9) oy 
Fan—F n'n 人 i Es, Er 


这 个 近似 中 的 6 本人 人? 式 确 定 了 湾 组 本 芷 图 数 在 ” 缀 过 
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号 注意 已 和 i27 中 的 做 各 者 澡 稚 小 : 谤 是 未 灌 搞 法 的 拓 则 莱 件 7. 这 个 菜 沪 中 蜗 
求 属 填 不同 能 级 的 岷 辽 类 阵 老 满 汪 条件 138.9)， 所 于 属于 器 一 站 夫人 能 6 纹 的 了 - 汪 乌 全 
元 , 可 由 久 期 方程 精确 (在 一 定 的 仍 藉 下) 算出 ， 


a 本 了 


你 中 的 修正 信 二 De 多 


he 


牙 后 ， 丰 出 庆 二 R138. 4) 式 中 的 一 级 项 ， 可 得 下 式 呈 示 的 一 级 能 县 修 


本 3 VomF nn 
oi EW’ —Em" (3) 


小 世人 下 形式 下 党 图 于 138. 1 区 并 

3， 议 和 系统. 在 二 = 号 上 时间 沿江 能 级 的 商号 态 中 ,在 革 一 杠 
定 微 二 的 作用 下 发 下 跃迁 、 求 上 上 时刻 读 系 统 跃 示 到 同一 能 级 的 弄 0 窟 的 儿 
率 .， 

解 ， 我 们 对 正 傅 前 窜 级 近似 波 哺 路 为 

P= ets, P= ei 二; 

小 中 舶 0, 53 和 ei #4 航 是 题 二 的 (2 成 所 确定 的 两 村 系数 [ 汶 租 单 计 我 们 把 
于 有 种 语 中 的 标 写 个 金 部 瞳 到 )， 

友之 , 右 


外 得 纺 是 分 国 于 受 规 能量 舍 玉 十 让 和 加 十 二 的 殉 个 态 , 其 中 的 关中 和 
吾 着 古 1 中 的 们 ) 式 所 示 的 两 个 盘 士 值 ， 引 i 入 时 和 亲 因 壮 市 , 斌 过 让 到 与 时 
辣 育 美的 波 菩 数 ; 
Wy De [ose HE coh' ei 509 3] 

= 时， 二 于 9 ， 疲 后 , 再 把 上 式 中 的 六 和 和 萝 表 成 入 和 及 于 | 就 变 成 
切 和 也 ; 的 线性 组 合 , 其 组 台 系 萎 与 上 时间 有 闫 ，s 图 数 瑚 系数 的 模 亚 衬 方 性 
绒 足 窗 求 的 跃迁 几率 ws， 把 题 1 中 的 5 式 和 (524 式 代 人 ,算出 
2 
Cea! 
我 们 洪 到 , 这个 几率 随时 间 困 期 性 地 尝 化 ， 鞭 糊 认 沈 名 人 

当 了 时 间 过 小 于 率 古 让 的 周 戎 有 时, 上 式 的 昌 播 号 与 要 成 正比 ， 扫 而 ms 
也 与 在 发 正比 名 一 [Fa 和 2 下 比 式 可 用 十 季 所 葵 的 方法 -应 用 (0. 4 
十 分 阅 意 地 长 秤 ， 


如 一 :41— 和 ODS 区 0 二， 





= 172% 


§ 40， 与 时 间 有 关 的 丛 挑 

现在 研究 明显 地 依赖 于 时 间 的 微 扰 ， 一 盘 讲 来 ， 我 们 赤 让 于 
清 深 下 谈 不 上 本 征 值 的 修正 问题 ， 央 芒 当 哈密 顿 昔 依赖 证 时 间 时 
[ 钢 如 受 扰 后 的 算 短 为 吾 - 瑟 :bj, 能量 不 再 守恒 ， 因 而 也 就 
不 存在 定 仍 我们 在 这 里 提出 的 问题 ， 只 是 从 未 扰 系 统 的 定 态 波 
函数 出 发, 对 峻 波 菌 数 进行 近似 计算 . 

为 此 , 我 们 应用 一 种 方法 , 类 似 王 求 解 线性 徽 分 方程 组 时 熟知 
的 常数 变易 法 (P. .M.Dirac, 192), 设 亚 名 (含有 时 间 因 子 ) 为 未 
撼 条 综 的 定 态 滤 玫 类 比 时 ， 来 爱护 波动 六 程 的 一 个 企 痘 解 柯 坝 
到 成 罗 = 人 了 >aeY 训 的 形式 ， 现在 来 求 下列 受 摔 方 程 的 解 : 


BL 


= (+), C1 1) 


3 高 
提 这 个 解 条 让 以 下 的 开 和 用 [ 式 : 

Vo att, (4. 21 
上 下 中 凡 民 于 系数 都 是 时 间 的 明 数 ， 扎 C40. 邓 式 和 信人 (40.1) 下 叶 
忆 及 所有 的 省 六 图 角 都 漆 足 下 州 方 程 : 
OD) 


ZL 


我 们 得 
> co da rt 0) 
请 >， I > 二 人 GeF 让 昌 
EE é 大 
下 式 了 两边 碟 彝 正 各” 后 , 积分 得 
io 一 SUP, ta, (40. 3) 
者 


* Jj73+ 


其 中 的 
Vt) = [vo*Py mag 
101 ___ pr 
—V ne "mnt, ns Em Bs = 
为 含有 时 间 因 子 的 微 扰 项 矩阵 元 (必须 注意 ， 当 广 显 含 1 时 ，Vn。 
也 是 时 间 的 请 数 ). 
我 们 了 到 第 "个 定 态 的 波 限 数 作为 未 受 扰 波 咀 数 ，(40. 2 和 式 中 
的 相应 系数 值 为 Go 一 二 大兴 的 9 二 0。 求 一 级 近似 时， (40. 3) 
式 左 边 的 ak 写成 @4= 二 a 中 十 而 ,右边 则 用 = 二 a 他 代入 (因为 其 中 
省 经 包含 了 一 级 小 量 玉 m4.)。， 结业 得 
da 
at 
为 了 能 吏 表 明 所 算 的 修正 究竟 属 二 哪个 未 受 抗 国 数 , 我 们 在 ex 系 
禾 中 亏 进 第 二 个 下 标 , 写成 


,= nA. 
下 


?让 





—Vin(t). (40. 4) 


据 此 , 我 们 可 以 把 (40, 4) 式 的 积分 结果 写成 以 下 的 形式 : 
am 一 -(#) re - -( 寺 )| rwmerndi, (40. 5) 
这 个 式 子 确定 了 一 级 近似 流 函 数 . 
现在 我 们 米 更 详细 地 考察 微 扰 项 为 时 间 的 周期 咀 数 这 -一 重 
要 情形 ,六 的 形式 为 
F=fe-ior teint, (40. 6) 
其 中 的 让 和 人 外 都 是 和 时 间 无 美的 算 符 ， 由 于 广 是 拓 密 的 , 我 们 必 
须 有 
Be-iet + Geie:— freistt Gre-ies, 
册 此 得 8 二 铬 , 即 
-17+ 


G 一 Pa (40.7) 
应 用 这 个 关系 式 , 我 们 厅 
Vintt) -= Dne ts 
= Pe a ol Fe tte, [40.8) 
代入 (40, 本 式 并 进行 积分 , 我 们 得 到 下 列 波 肾 数 展开 系数 ; 
Fne oun ot Fheilskn oi 


(13 一 -一 er 3 
On Ro Ro oy (40. 9 


这 个 表 式 只 有 分 压 哩 和 巴 等 于 堆 时 中 才能 应 用 ， 且 所 在 的 (为 给 
BY |! 直 w. (40. 19) 
评 多 应 于 问题 中 ， 要 贞 到 任 一 彼 理 三 地 寻 受 拓 波 畏 数 面 兰 的 
扰 际 元 ， 一 颁 开 似 中 我 们 有 
Frm Ch) ft) -f(t), 
其 中 的 


(0) = TPP Pag fe 

{aD [LEE + yy dg. 
把 罗 吕 二 2a 多 代入 上 式 , 式 中 的 os 由 (40, 9) 式 所 确定 ， 员 
待 所 求 的 表 式 为 


-- in FE Fm fi Font i — uF 
六 (有 一 一 > Tre ty | 


La Fim, dnt 

+ | a -ea) yt 让 {5 一 0) | (40, 11) 
这 个 胡 式 内 有 当 生 一 项 都 不 太太 时 才能 应 用 ， 即 所 有 的 频带 wis 
om 全 本 不 能 太 接 过于 ww， 当 @ 二 0 时 ,上 式 隔 到 038. 12) 式 . 











.精确 讲 业 ,这 个 志 成 中 多 分 母 表 不 能 很 小 ,否则 qsw 就 未 能 远 小 于 1. 
“了 75。 


上 给 出 的 各 种 公 区 ， 都 是 对 只 县 分 闻 详 的 未 受 扩 能 级 i 
的 但 是 这 些 公式 可 以 仁和 记 推广 到 还 上 注 绪 诺 的 情形 中 去 {条 ! 
时 一样, 我 们 记 芒 碟 的 惩 摔 是 对 分 开 谱 中 的 态 硬 剖 的 D 这 只 紧 寿 
分 羡 谱 能 级 的 求 和 式 中 ， 简 单 地 补充 一 大 对 连 毕 洋 的 机 应 求 积 坏 
就 可 以 了 上 了， 这 些 会 式 中 的 能 量 吾 "， 现 在 不 但 能 取 分 立 谱 中 的 各 
种 数值 ，! 生 有 昌 能 不 连续 谱 中 的 各 种 数值 ， 担 古 必 须 保 这 (40. 9) 
{40,1DD) 式 中 的 分 母 @is 土 名 没有 -个 等 于 淮 ， 各 果 连 续 谎 处 陡 攻 

个 耸立 说 能 提 的 上 面 , 那 未 , 在 这 种 党 过 的 铺 训 下 ,除了 (0. 10) [4 
外 , 涪 澳 补充 下 刘 条 件 

ED 一 he (40. 121 

乓 中 吾 品 为 该 连 续 详 的 最 低能 


设 在-- 疯 期 性 币 损 7 时 (40. 鲜 形 式 | 其 频率 和 请 主导 下 多 一 页 fob 汀 上) ， 
是 一 修 小 量 , 求 散 定语 方程 第 个 解 和 第 各 个 艇 党 这 种 周期 证 找 后 的 改变 
解 、 本 节 新 讲 的 方法 在 这 各 不 过 用 , 因为 {40. 外 式 中 的 qs 系数 现在 变 
得 天 大 .我 们 区 从 精确 方程 140, 了 1 重新 出 发 ， 访 区 由 人 有 ,站 二 给 
让 ， 很 上 明显, 忆 0.3 式 在 这 自 务 个 灶 有 和 其中， 友 重 要 的 页 献 基 来 有 这 样 一 些 
项 , 这 些 大 亲人 的 了 时间 甘 系 由 锌 小 频 此 om 一 也 所 晴 定 暑 去 所 有 其它 车 项 后 
我 站 香 亨 以 下 西 个 联 并 方程 : 
iidamn/ dt = Fn "mn li Oo Frnt ts 
i A = Fae rm 
拒 们 和 必 下 烈 替 代 
ei = 
得 [以 下 两 个 广 往 : 
iRadn = Fanbn, SECHs— tebl = Fg, 
尘 友 5m 后 , 径 
六 — iedst Fa)?boi ht= 0 
这 个 方程 纪 的 映 僚 独 焉 解 可 以 取 成 
“JTJ76。 


Ha A fn AR ea Pn {1) 
利 
dn = 办 让 {2) 
休 中 的 二 和 怠 拂 是 常数 EE 人 出 一 化 杀人 确定 ), 式 巾 应 用 了 了 下列 记 如 
CD 


因 兹 . 齐 导 给 往 扰 的 作用 下 , 陋 数 诈 加 ,加 谈 成 乱 数 本 五 证 十 本 于 各， 
此 让 的 本 有 和 an 由 人 1) 式 了 玖 (2) 式 络 出 ， 

假定 访 系 统 和 在 起 始 时 昌 一 由 处 于 雪 吕 0 态 ， 在 苑 后 村 刘 ， 读 系统 就 任 于 
我 们 求 程 的 瑚 个 国 数 的 线性 组 冶 态 昌 由 , 记 组 入 大 当主 =0 时 八成 请 这 


= e*( costdt — sin) oe in Qn, (3 
?前 系数 的 机 基于 方 为 
| 
(1— con202t). Cd 
这 个 六 了 的 站 了 时 全 人 玉芝 外 了 全 的 由 下。 我们 有 和 入 个人 
是 一 个 病 素 为 3 日 的 周期 归 娄 ,几率 从 在 眶 i 


=0 叶 { 开 格 弄 振 3 贡 夺 基 [的 由 机 碟 
序 ( e082{n1t), 


它 从 0 与 1 间 周 增 性 地 恋 化 ; 换 科 诈 说 ， 读 系统 居 斯 性 是 具 亚 襄 坟 跑 迁 到 
六 ?9 态 . 
$ 41， 有 限时 间 问 同人 微 扰 作 用 不 的 跃迁 


现在 假定 仙 扰 天 站 只 作用 于 其 一 有 限时 间 阿 陋 内 [或 者 ， 
一 十 cc 峙 :了 上 省 条 得 下 够 疏 1 并 假定 该 系 绕 在 徽 扰 作用 之 陀 
【或 者 在 二 一 ce 时) 处 于 (分 立 谱 的 )》 第 节 个 态 中 ， 在 随后 时 刘 ， 
系统 的 态 将 上 昌 下 := 之 qnP 9 区 数 所 确定 ,一 级 近似 寻 ,其 中 的 芭 


数 为 


sm i 


Tn—= 1 : ob =1 一 二 | Vt {41. 1 
bd —_ CO 


(10. 全 太 中 的 积分 联 起 这 和 样 选取 的 ,使 得 1> 一 op 上 时 所 有 的 三 ;者 
总 于 零 ， 当 和 袜 扰 作用 停 上 以 后 (或 省 在 1 二 00 肝 ), tn 系数 部 取 
定位 csnfec), 法 又 统 网 处 二 下 刘波 漳 数 所 揪 述 的 态 中 ; 


到 = > an, in {oo) wn, 
下 


这 个 波 冰 数 又 应 足 林 受 扰 的 波动 方程 ， 但 是 已 不 同 于 万 来 的 更 中 
函数 ， 根 据 . - 航 规 则 ,esfco) 系 数 的 模 量 平方 值 确定 了 该 系统 具 
有 能 蔓 体 Ei? 的 几米 . 即 该 系统 处 于 第 上 个 定 态 的 此 率 ， 

用 此 可见 . 在 微 护 作用 下 , 该 系统 有 可 能 从 起 初 的 定 态 过 渡 到 
任 一 匡 它 定 态 。 从 初 态 { 第 让 个 定 态 ) 跃 迁 到 末 态 (第 了 个 定 态 ) 的 
几 李 等 于 


二 | Vriesdt | ， (41. 2) 
ji 


现在 来 芳 虑 -个 微 顶 ， 它 -经 作用 之 后 ， 将 继续 地 作 玫 下 去 
(当然 , 它 总 是 梨 持 很 小 )， 换 条 话说 ，F( 间 当 二 > 一 -20 守 殉 于 零 ， 
而 当 45> ! oo 肘 灼 调 不 等 于 到 的 某 - -有 限 值 . 这 种 清风 下, (41. 2) 
式 不 能 点 接 应 用 . 因为 式 中 的 积分 是 发 散 的 . 但 是 这 种 发 散 性 从 物 
理 上 讲 来 并 不 重要 , 并 且 很 容易 把 它 去 掉 ， 为 此 日 的 ; 我 们 进行 分 
部 积分 : 


;pk | ptfit |t 
a 一 一 去 | Vre “idt -| | 


站 aVr; imit 
一 于 一 一 -人 
二 | ot cp; 


第 一 项 的 数 人 性 在 于 限 等 于 村， 在 上 版 与 (38. 8) 式 中 的 展开 系数 具 





四 为 - 政 全 见 , 今 后 谈 何 跃 江 几 举 时 . 初 态 央求 态 一 律 记 作 主 和 了 这 全 下 率 的 
下 标 次 序 为 丰 ( 不 起、 与 下 洗 元 菩 下 标 未 同 ， 
车 


腹 社 阁 的 形 汉 二 由 区 出 一 个 局 摘 国 了 ee * 计 的 原因 ， 位 仅 症 各 十 
上 式 中 的 ar 是 尘 务 波 国 数 吧 的 展开 孙 数 ， 而 和 38 中 的 证 不 
念 旦 的 葛 的 数 的 展开 系数 ， 这 就 很 明 最 ，t 一 ce 时 这 一 项 的 埠 际 
值 , 不 过 契 原 沙 数 峙 全 在 微 扰 的 “得 完 部 分 ”FF(.-00) 作 玫 下 所 中 | 
起 的 改变 ， 这 种 收 变 与 牙 迁 到 潜 它 态 没有 什 乏 关系 ， 茎 了 迁 几 率 过 
由 上 起 第 二 项 的 柑 量 平方 代 答 出 的 , 并 等 于 


w= || oF fi eioriadt |” ， 《4T.3) 


2 ~ at 
对 于 从 分 立 谱 的 态 牙 迁 到 连续 谱 中 的 态 讲 采 ， 以 了 上 所 得 的 这 
些 公式 也 是 成 立 的 .其 差别 仅 在 于 . 当 我 们 讲 到 从 疡 给 坊 《第 iY 个 
态 ) 出 安 跃 迁 到 们 域 【 见 838 来 ) 从 于 王 和 了 zy 之 间 的 农时 
跃 渤 几 率 式 {41. 3) 应 写成 下 列 形式 ; 


dwri= 霹 || Vreiriiidt dpy, {41. 4} 


各 果 微 抗 F( 旨 在 数量 级 为 周期 二 -的 时 间 间 是 内 变化 得 很 


少 , 则 人 41. 2 或 4 引 ) 式 中 的 积分 位 也 符 很 小 ， 在 极限 消 形 下 , 当 
扬 划 微 扰 变化 得 -分 经 慢 的 时 候 , 其 有 能 最 变化 的 ( 即 频 率 of 不 
等 于 雪 的 ) 任 何 路 逊 几 率 都 焰 于 零 ， 册 比 可 见 , 当 所 加 钴 搞 变化 得 
征 够 慢 | 处 于 其 一 无 简 状 定 态 中 的 系统 做 
将 曾 企 读 坟 中 ( 疝 可 参 葵 853) 

反之 在 极 决 地 瞬时 "如 入 短 拢 这 -一 极限 情形 下 “加 和 人 时刻” 


的 导数 值 邱 芷 变 成 无 穷 大 ， 全 的 可 中 


把 变化 得 较 慢 的 ei?i! 因子 取 财 租 分 如 外， 并 今 它 答 于 该 寺 记 所 
有 只 有 有 的 数 和 三， 禄 下 内 和 分 戌 可 以 立刻 算出 , 结 条 得 


也 
一 上 (41. 5) 
Fi 


* A 


当 柚 挑 杰 和 并 友 太 小 有 世 时 求 下 上 明 时 微 担 下 的 牙 迁 玫 洲 , 假 
定 系 统 原 处 十 哈密 顿 量 Bo 的 某 一 本 征 函 数 加 所 描述 的 态 中 . 鹿 


果 “ 肯 时 "地 政变 哈密 顿 量 ( 这 就 是 说 , 所 用 的 桂 癌 远 小 于 原来 的 第 
i 个 态 跃迁 到 其 它 态 的 周期 二 -) 则 该 系 统 的 波 谓 数 “ 求 不 及 " 改 
恋 , 仍 留 于 徽 扰 以 前 的 坊 中 . 世 站 , 它 并 在 芋 新 哈 带 顿时 到 的 本 征 
困 数 , 也 就 是 说 , 东 岂 不 再 是 定 态 ， 根 据 基 子 力 学 的 一 般 和 十 则 ， 访 
系统 跃迁 到 某 一 新 定 芒 的 几率 wh 是 由 到 函数 对 吾 的 汪 征 国 数 
组 风 展开 后 的 展开 系数 确定 的 : 
w=|| wo wyaa| . (41. 6) 
现在 素 证明, 如果 哈密 顿 盘 的 改变 量 广 = 帮 一 产 , 很 小 这 个 一 
舱 公 式 如 何 化 回 色 (41. 5) 式 ， 氛 下 两 式 
Hoyl"= Ey Hry} -Bry 
分 别 各 来 上 节 和 名 0 后 , 对 辐 租 分, 并 逐 贰 要 减 ， 几 利用 总 算 符 
的 捷 密 手 , 可 得 
CB) oa = | yD ydg. 
如 时 微 扰 产 很 小 , 则 一 级 近 伺 下 的 By 可 出 来 微 扰 能 溉 BP 代 
共 , 而 波 蝴 数 多 C 在 上 直 右 边 的) 相应 地 可 几 彰 六 代 棱 ， 此 上 时 得 
(verae. |o yindg. 


让 DTi 
故 (41. 外 式 变 成 了 了 (41, 外 小 





例 题 
1.， 处 于 些 态 区 一 个 带电 所 于 下 资 热 加 A 入 一 个 均匀 电场 ， 求 污 握 子 爱 让 
江村 碳 放 于 禄 洲 安 意 和 的 几 闪 . 
解 ， 均 句 电 场 中 的 近 让 扣 能 :电场 的 从 用力 为 下 ) 为 
时 L300 * 


区 (加 一 Er 一 Fe 人 (rz 一 ro 十 常数 
{ 共 市 前 加 一 了 /i926 贾 仍 上 及 振 了 形 志 (但 半 衔 位 置 移动 了 ?因此 受 < 这 下 
脱 定 六 号 力 烙 为 和 一 wo 本 (7 第 (133. 1 国 式 揭 振 子 泪 因数 : 疝 坟 证 
糙 是 (23.137 式 的 站 of ， 相 摘 这 些 公式 以 天 123. 1I1 式 响 也 着 效 项 成， 可 





【一 二 二 eA 
| ad “这 并 et | ee + 人 


式 由 引 大 了 记 二 二 Zov ayg， 分 部 积分 者 该 以 后 ， 上 式 吉 边 租 分 变 成 下 
列 形 取 '; 


£3 | etdE Et a es, 


to 一 站 KF/2miot. 


作为 长 节 数 王 的 函数 , 上 式 呈 注 咎 分 布 形式 , 其 由 站 是 才 的 平均 值 . 

当 刺 很 小 .以 八 帮 1 上 时， 微 岳 论 可 以 适用 。 此 时 , 跃迁 到 激发 态 的 几率 
很 小 , 并 湖广 的 增 太 而 很 快 衰 碱 、 最 大 值 汶 two. 

相反 的 情形 下, 要 亚 很 上 时 全 六 1 激发 振 予 的 产生 具有 极 大 的 几率 ; 访 
电 丁 偿 演 个 坊 态 的 几率 为 Www 二 站 下 

32、 处 于 莫大 的 贞 子 标 , 受 一 急 央 撞击 片上 其 在 所 庶 岂 撤 击 时 间 r 捕 定 葬 
外 于 旦 子 册 有 贿 ， 呈 小 于 症 和 流质 子 纺 麻 )， 装 该 原子 在 这 可 个 击 * 昧 咬 下 
的 洲 受 几 科 {A.B., Migdal 1339》 

各 ， 恋 株 到 下 ?类 性 系 . 过 瞧 桑 与 受 扩 所 的 原 卫 核 一 起 运动 。 由 于 
条 和 个: TR 受 描 册 同 的 诺 j 术 i 为 实际 上 上 被 和 移动 ,因此 受 扰 蝇 结 
东 时 ， 姑 关系 天 ”由 的 电子 素 祭 与 衣 参 区 系 关中 的 电子 坐标 相等 ， 初 态 牙 团 
禾 在 下/ 参 ; y 系 中 为 


入 一 exp| 一 得 ‘Zr.) d= 了 ， 


其 中 的 加 为 原 耻 核 来 动 时 的 二 起 流 沿 数 , 指数 矢 中 的 闻 ”是 对 读 原 子 中 所 


如 


有 的 名 个 电子 求 和 按 t1. 拓 世 :跃迁 到 汕 二 全 茹 此 态 的 正章 由 下 过 剖 证 : 





Wo = | Eenp! 一 iTroy10? 位 ， 


* Il * 


特别 尽 当 ga< 科 1 时 , 积分 全 内 前 指数 因子 可 以 展开 .并 出 于 甸 , 和 内 图 芝 的 
下 于 性 , 注意 区 ss 的 积分 等于 堆 , 故 得 


wo= 1k' (gq >_ ro) 10:|:. 
3， 求 加 原子 受 突 热 " 站 击 " 亨 江 发 和 电 向 的 总 几 末 [大考 上 玛 }， 
和 解 ， 答 求 的 总 几率 可 接 下 式 计 算 : 


1 一 好 mm 一 ] 一 |¥3e-ivrar | 上 





其 中 的 woo 为 原子 仍 留 于 基态 的 几率 ( 氨 原 子 其 者 波 函数 和 一 rie a 


沪 玻 尔 坐 径 }， 算 出 积分 后 往 
1 
(ee 

在 Ye<e1 的 极限 情形 下 , 这 个 几率 变 威 1 一 wos 守 gg? 而 趋 于 淮 . 当 9a 冰 1 
时 ,一 woo 二 1 一 219 只 !， 赵 于 1. 

4， 原 子 序 数 名 很 大 的 原子 枝 进行 户 衰变 、 求 闭 原 了 区 只 电子 的 多 出 几 
这 ， 月 粒子 前 速 开 假定 大 于 吾 - 电 了 胖 的 速度 (站 , B， Migdal. E.L. Feinberg. 
1941)-. 

解 ?， 在 上 进 条 件 下 , 好- 粒子 错过 起 居 的 时 间 小 上 电子 的 绕 棱 亲 其 ， 岂 
而 核电 等 的 变化 可 以 在 作 是 瞬 此 的 ， 电 茶 变 化 所 引起 的 枝 电场 改变 最 下 一 
lr 很 小 日 与 名 之 此 7 起 疮 微 近 的 作用 ， 纺 寻 1. 50 式 , 能 医生 为 Ei 一 -~ 2 
的 两 个 无 屋 电 了 千 叫 ， 有 -一 个 电子 跃迁 到 话 野 会 于 E=R/2 和 于 i= 
di) 的 连 织 庶 区 问 肉 的 所 率 为 


] 一 如 由 一 二 


2 dV 
证 一 也 Ri ivi ak, 
在 决定 朱 阵 这 Fins 的 才 式 中 近代 时区) 的 简 ! 分 区 阿 有 辟 冬 叙 . 这 1! 寺 注 


续 谱 状态 波 国 数 全 可 剂 用 类 所 原子 的 表 式 ， 未 态 电 洱 欧 媳 3 县 。 必 济 了 一 牛 
(等 于 初 态 的 角 动 及 )。 利用 三 36 得 到 的 六 o 和 迟 有 3F 标 谋 归 一 化 的 天 函 
数 芭 及 束 学 附录 中 的 允 . 3) 式 . 得 和 





人 题 4 训 是 5 证 庶 用 了 原子 单位 ， 

区 下 下 王子 ,全 后 将 于 业 氢 原子 赤 ! 芍 诲 条 74). 

沁 ” 计 算计 最 好 漆 崩 诺 伦 单位, 量 后 落 时 中 再 护 这 忆 了 于 单位 ， 
* 22 1， 


F 1 总 让 pi 了 和 | 
( oir) a) 
HA Er (1 下 
人 zi) 
由 于 
aria lexp( -2 2 ), 
， < 
坊 后 得 
Pr 一 pe 天 < T 人 却 有 
人 Tt:) 
并 有 





] arcle 立 ) 
= 一 二 -一 一 一- 上 
flo) 1 一 ( Ftd 


图 娄 的 措 限 人 秆 为 
rl 附 于 一 ol 1= a/2x. 
aw 对 逸 出 由 了 的 所 有 能 护 积 分 , 可 各 下 层 电 离 旺 总 几率 ， 数 值 许 算 后 ， 
得 05 
5。， 原 于 序数 名 扫 大 的 奈 子 核 进 行 9 衰变 ， 求 读 原 子 五 层 电 子 的 多 出 下 
率 ，& 粒 也 的 速 虚 小 村 五 电 卫 雹 巡 庶 ,但 是 它 夫 原子 楼 办 递 出 前 时 间 小 秆 电 
于 的 江 术 辕 央 以, B. Migdal 1341, J.S.Leviger. 1933), 
和 解 ，& 牧 子 冉 饮 出 时 、 作 重 十 电 - 下 的 识 扩 还 着 绝 菩 被 扰 、 因此, 所 求 荡 
应 注 训 取决 于 绝热 读 硕 坏 于 一 微 扰 "要 入 上 时刻 "附近 和 的 时 间 癌 隔 . 雍 且 的 & 烤 
玉音 书馆 出 民 于 接 并 侍 白 由 运动 ,得 仍 处 于 比 站 展 电 六 的 胃 汗 兴 答 来 入 小 的 
距 席 风 .，& 痊 子 和 诛 半 楼 的 联合 场 与 纯 库 恰 场 :7 的 蕉 别 ， 人 代表 了 致使 原 
予 电离 移 微 拼 作 时下 ,原子量 分 别 为 4 和 总 一 4 电 苗 分 别 为 2 和 名 一 2 何 鹉 
距离 汐 鲜 人 个 是 己 粒 子 书 原子 枝 的 要 时速 谍 ? 的 两 个 粒子 的 个 板 短 党 于 
2(4 一 分 一 4 一 2 24 一 2Z) ,, 


过 过 
故 点 子 楼 和 a 粒 了 的 势 场 的 朝 极 项 为 中 
_ 2] 到 
F 一 i 


式 中 的 轴 尖 速度 v 的 方向 ， 取 电子 运动 方程 和 = 一 2zi ?73 的 什 阵 隐 ， 可 把 


名 ”如果 4 一 25 很 小 ,还击 苦 谨 下 -项 则 极 录 项 ， 
* 183*» 


直上 激 抠 上 的 扎 阵 起 化 处 三 风纪 和 连 元 , 黎 们 有 





按 (41. 2 不 ,两 个 下 电子 可 有 个 了 和 四 证 站 全 表 | 


,| ， , 2 站 二 
Ra Vetite Ftdt: rh := : 
和 J jk 昌 寻 丰 ER 


计算 此 积 他 时 ;上 先 在 逢 各 男 数 让 呈 进 全 也 下 因 了 6 0 各 出 诬 , 再 念 
六 和 千 3==¥Yeos8 的 矩阵 jE 财 , 击 了 到 柱 的 入 道外 动 屋 芋 二 由 固 起 上 有 上 是 
了 迁 到 ==1 的 访 时 os 有 的 算 阵 开 才 不 等 本 要 : 虫 有 


了 | 265 13， 





| Creosd) or | 二 iens 24 mm 一 过 | gog = 本 jrui 


号 ， 
应 用 径 图 数 Boo 大 Ri 各 届 Fo 后 ， 疼 钻 果 和 福 
一 2 ja 

34221 (1 十 让 


国 数 已 见 题 世 


$ 所. 周期 微 找 作用 下 的 跃 汪 


在 周期 征 扰 的 作用 下 跃迁 到 连 经 谱 状 态 的 几率 、 和 以 前 的 结 
果 有 所 不 问 ， 设 在 1=9 的 起 初时 刻 , 系统 处 于 分 立 谱 的 第 卫 个 下 
态 中 ， 假 定 半 期 第 扰 的 频率 定 广 足 

fo Bi, 一 至 [0 《42. 1) 
上 本 中 的 Bowsi 为 连续 谱 的 起 好 能 好 全. 

根据 40 的 结果 蜗 然 可 知 , 起 首 归 作用 的 态 是 能 其 豆 : 十 分 接 
和 近 村 共振 能 量 吾 巾 十 oo 的 那些 驴 , 亦 即 wi; 一 和 住 很 小 的 堵 些 态 . 
根据 这 一 点 , (40. 9) 式 的 徽 扰 所 阵 元 中 只 要 考虑 〈 频 举 wr 一 接 
近 十 零 的 ) 第 一 项 就 是 够 了 ， 把 这 一 项 代入 (40. 外 起 中 进行 积 
我 们 得 


: ee 
V(t)dt=— Fe 1 (42. 2) 


并 ri) 
各 分 下 际 的 选 定 ， 要 使 =0 了 时 ore--0， 以 修 符 合 杆 所 议 的 倪 间 
。 184 . 


条 件 ， 
丘 上 玫 求 得 的 ri 模 虹 平方 值 为 
| eps 1 二 Pedr dsin? | ont | /ro)’ {d2. 5) 


很 易 看 出 , 党 主 很 大 时 、，E 式 可 以 看 作 和 二 成 芷 比 的 一 个 国 数 ， 证 
明 时 , 只 要 注意 到 


sain ?et my 
iTm -一 一 ”二 cy, | 
lim 江 全 “ ] 


实际 二，a< 上 0 肝 这 个 极限 值 等 于 零 ， 但 当 wx=0 时 我 们 有 有 
Csin2at) /te2 -tt 歼 鞭 积 限 征 为 无 穷 大 ; 让 后 , 对 从 一 co 到 -+ cc 
只 分 ， 我 有 有 (5 作 赫 代 et: 站 


6 = 了 | 
| S317 tga=:=| sin EE m1. 
所 


mT to" Tn 








可 风 (42, 和 翅 左 边 的 消 数 实际 上 涡 足 定 关 5 明 数 的 所 有 条 件 ， 故 
ti 很 人 于 我 在] 市 


En 四 1 
| 于 一 (人 7) | 五 2 一 一 3 ) 


以 eo 二 如 1 一 下 代 入 , 半 应 用 Blaz) :=(170) 6(xy, 得 
apil? = 27: a —8"— ot 


率 , 我 们 石 到 > 很 大 hj 它 :内 t 二 0 于 入 所 经 历 鬼 时间 间隔 志 
正比 ， 单 位 时 7 癌 内 的 跃迁 儿 率 or 为 由 
Cap 一 (2r 让) ,Fes | 26 (Es Bi Ro) dy»,. (42. 5) 


好 所 预料 ， 除了 跃迁 到 能 六 为 一 人 的 起 和 外， 过 个 儿 
夷 等 于 二 ， 如 采 污 过 续 谱 不 存在 向 下 能 级 ， 划 六 叮 以 径 自 季候 龙 
恒利, 此 i 时 4ws“ 则 隔 ? 办 的 态 蜂 党 破 能 直 为 瑟 二 再 辣 丰 e 的 一休 主 


书 很 兄 计 期 ， 当 我 们 考 谨 了 全 0.81 下 让 旺 补 上 略 去 向 第 一 项 册 生 ,得 芭 人 水 远 
项 , 这 一 项 陈 以 4 当主 一 时 , 档 于 零 ， 
* 了 有 了 。 


态 ; 跃迁 汉 这 个 怎 的 几率 为 


名 C= {OTA |. C42, ©) 
还 和 有 另 了 一 大 sy 潜能 和 导 只 (42. 95) 式 ， 它 在 六 法 .|: 很 存 党 扫 益 , 此 
其中 并 不 假定 周期 微 扰 是 在 t=0 时刻 扣 大 的 ， 而 是 有 队 至 一 -ce 让 


始 以 指数 规律 逐渐 地 各 入 (绝热 加 入 7,4 让 一 个 下 的 滞 数 ,以 后 

让 它 葡 于 零 ， 宁 妈 条 件 qr; 一 0 上 民企 适用 于 #4 二 一 2 时 刻 ， 似 抗 息 
VID) = Fe tt 

(42. 2) 式 变 成 


ps -| Fy (1a = Fa it Eat (42 7 
让 _ fi 时 HR i * 
因而 
:21 3 
loril 一 天 Cr | 
革 伍 陡 疝 的 牙 迁 几率 由 于 式微 商 给 出 : 
dlarli/idt=2i|arl’, 
和 (42. 和 并 一样, 下 式 契 成 站 的 : 
lim 一 Ga ， 《d2. 8) 


40 {0 TA 


利 且 下 式 到 极限 4>0, 可 得 


a 2 
3 [ap (or 一 o)， 


这 址 加 到 (42.5) 式 . 


$ 各。 连续 谱 中 移 跃 汗 
微 搞 论 询 一 个 重要 应 川 ， 是 计算 枉 定 人 5 时 间 无 关 ) 微 拢 f 下 用 
下 连续 语 中 和 们 虫 逊 几率 ,我 们 早 就 指 而 过 , 连续 谱 的 态 美 不 和 多 总 足 
和 阐 并 的 。 用 荣 种 方式 选 好 对 应 于 基 一 给 定 能 级 让 一 守 未 受 护 波 国 


号 于 民 季 * 


数 让 后 , 我 们 可 以 护 这 个 阿 题 作 各 下 处 理 ; 设 在 某 一 初始 时 站 ,已 
知 读 系统 处 于 其 中 前 基 一 和 态 中 ， 试 求 跃迁 到 具有 同一 能 垩 的 另 一 
态 几 几率. 对 其 禄 态 三 跃迁 到 w 和 y+ 回 隔 内 的 态 讲 来 ， 根 
所 (42,5) 式 我 们 立刻 得 (改变 式 中 的 记号 ,并 仿 该 式 中 的 @=0) 
dw = (2 /A Tr, {S60B— Edyi. {43. 1) 
这 个 表 式 正 娩 | 我 们 所 预料 的 , 除了 可 = 吾 ; 以 外 部 等 于 零 : 在 恒定 
被 扰 的 作用 下 ., 只 有 能 量 相 同 的 坊 才 能 彼此 跃迁 ， oe 
对 连续 谱 状 态 的 跃迁 而 言 , dwyi 不 能 直接 看 作 跃 半 几 率 ; 其 至 它 
坚 岗 岂 不 一 定 是 [Lif 时 间 j]， 在 (43,. 卫 式 中 ，dwji 信 实 下 位 时 间 内 
的 跃迁 次 数 , 其 晤 网 依 赖 于 连 线 说 法 孙 数 所 迹 的 妇 一 化 方式 . 洁 
我 们 洲 汗 算 受 扰 后 的 波 妇 数 ， 它 在 币 扰 作用 之 前 等 于 局 米 的 
林 受 扰 波 设 数 业 ， 采 用 § 所 末 段 所 给 的 方法 ， 我 们 可 把 被 抗 看 
作 是 按 e” 规律 绝热 地 加 和 的 ,而 40， 按 {42. 7) 式 , 今 w 一 0, 并 
更 换 记 号 , 得 
pA(E/A) {EE { 吾 7 一 吾 让 二 十 Aty 








‘op 
A EB 1 tan (43, 2) 
受 扰 波 国 效 为 
V+ [ajpy ars. 
式 中 的 积分 延 及 整个 连续 谱写 . J 多 式 代 和 ^， 得 
| wp -| [7 i Bi Fi | exp( — i Bi) 
(43, 3) 


唔 ”此 处 所 适 的 证 党 包 插 殷 多 磺 象 ,例如 各 种 人 磁 擅 # 系统 无 沦 在 初 志 和 末 访 部 芷 
一 - 群 折 由 牧 芝 ,而 微 扰 蚁 是 它们 之 问 的 相互 作 肝 。 波 鲁 束 适当 归 一 化 后 ，(t43.1} 式 名 
成 为 碰 坟 截面 /网 § 126), 
场次 果 还 有 分 立 庶 , 赠 在 此 忒 :以 芭 随 后 间 式 了 ?中 尚 需 功 进 村 分 立 谱 表态 的 求 
和 项 ， 
* 187 + 


取 极 上 良 4>0 时，e 因子 变 成 414， 十 认 项 代表 站 从 正 俐 赵 于 专 时 
?的 极 鸽 ， 它 确定 了 对 变 量 囊 f 的 程 分 方式 (人 到; 是 dvj 中 的 一 个 
因子 , 它 和 描述 连续 讲 态 的 革 它 旦 的 第 分 溢 在 一 起 )， 汕 有 tt 项 ， 
(13. 3) 的 被 积 闭 数 在 吾 : 二 EE; 处 就 会 有 极点 , 程 分 谋 极 点 附近 将 会 
发 散 . 2 项 把 这 个 概 点 称 到 复 变 量 吾 i 的 上 灶 平 面 中 去 . 作 完 4 > 
的 极限 手续 后 , 极 总 回 到 实名 上 , 但 是 和 扎 们 知 近 ， 此 时 积分 路 生 信 
须 从 模 扣 的 下 而 绕 过 去 : 
(4d3. 4) 
Es 
{43. 3) 式 中 的 时 间 因 学 表明 ， 这 个 函数 用 | 原来 的 未 受 扰 明 数 
属于 疝 :能 景 吾 :， 摘 筷 话 说 ,下列 评 数 


下 
i, - 一 茹 !0 -: Is Td ‘db 


满足 降 定 这 方程 
(Bp, Eip:- 
因此 , 所 得 表 式 日 然 和 (38. 8) 式 一 致 中. 

上 上 述 讨 算 相当 于 微 拢 诠 的 -级 过 们 ， 不 礁 算出 它 的 二 级 近 
位 , 为 此 , 我 们 需要 排 导 到 ,的 下 一 级 近 仆 表 式 .采用 & 38 的 方法 
《现在 我 们 已 经 剂 道 了 处 理 “ 爱 散 " 积 分 的 方法 ) 容易 做 到 这 一 成 ， 
简单 计算 后 , 得 


,= | | en ; | 


Fa 一 五 ,一 20) 


特此 式 和 (43， 久 式 比 二 直接 槛 报 (43. 1 了) 式 , 即 能 写 出 相应 的 
中 采用 此 式 时 ， 根 据 #* 在 远 字 离 处 的 潜 近 式 沾 具 能 包含 出 射流 {不 能 含 人 前 


这 :这 “条件 , 就 施 确 定 舱 分 站 年 ( 见 和 136)。 
> I88 * 


站 尽 涉 汗 次 数 } 公 式 ; 
Fk, 


而 一 —FEndv. 


dw = 至 | Pa+| 





《了 3. 各) 
短 阵 元 Pre 对 于 所 性 溢 的 跃迁 讲 来 , 有 可 能 等 于 堆 . 此 时 一 级 
近似 为 零 , (43. 6) 式 变 成 


dpi = 





人 Te 2 | SE RNAdvr. (43..7) 





六 用 上 式 上 , 杏 ,- 可 | 点 一 般 不 是 被 积 销 数 的 J 极 点 ， 于 是 允 到 , 的 积 
分 方式 号 无 关 紧 村 了 , 积分 可 裕 实 轴 进 行 


Fr 和 六,; 都 不 等 十 委 的 那些 v 起 ， 通 党 你 作 i> 了 是 辽 的 中 
间 态 ， 直 疯 地 讲 , 好 像 这 种 锋 迁 分 成 i->» 和 +，-> 下 两 步 光 (当然 
这 只 基 一 种 口 美 上 的 说 法 )， 也 育 可 能 和 > 了 的 小 迁 不 能 作 直 .个 


而 汉江 接 通 过 好 玫 个 中 思 赤 才能 发 生 ，(13, 式 可 以 让 有 推广 到 
这 入 情形, 例 区 , 妇 红 需要 两 个 中 国 态 , 出 有 有 


2x 下 FF， 
Fa. Treo 
yi 竺 [| 二 万、 (0, 一 再 1 Da 一 Edyvy. 





(43. 8) 

最 后 , 为 了 澄清 取 !443. 切 的 名 分 路 径 的 数学 舍 浆 , 我 们 来 证 印 
下 列 公 起 : 

(2 =P 下 NE i rf (0), (13, 9) 

式 中 积分 沿 若 人 包括 5 二 a 点 在 内 的 实 铀 段 , 如 时 我 们 补考 半生 为 Pp 

的 一 个 半 辐 鳞 过 极点 x 一 &, 我 们 发 更. 秒 个 积分 每 于 沿 实 锅 从 下 限 

名 到 a 一 p 再 认 a 十 p 积 到 上 限 的 两 个 积分 , 再 哉 下 被 积 限 数 奈 松 

点 处 的 留 数 的 ix 倍 ， 取 极 眼 bp->30 侍 , 沿 实 轴 的 两 个 租 分 就 变 成 

洛 束 段 的 主 什 积分 (用 三 表示 ) 结果 就 是 443. 外 A 式 , 读 式 也 可 用 符 


"ISD +* 


-Piraz 一 全 ， (43. 10) 
出 一 虹 


代表 对 基 e7 过 一 二 的 积分 取 主 值 . 


§ 44.、 能 重 的 测 栗 淮 关 系 
我 们 来 考虑 出 相 五 作用 很 映 的 两 个 尝 分 所 组 成 的 一 个 系统 . 
假定 在 是 一 时 刻 , 过 知 这 由 个 部 分 拖 及 有 确实 的 能 基 值 , 我 们 凤 它 
记 作 召 和 ee， 经 过 其 一 了 时间 癌 隔 At 以 后; 再 测 能 基 ; 所 得 的 BB， 
值 一 般 讲 来 和 吾 ，e 并 不 相同 ， 容 昂 开 时 油 晤 结 扩 之 让 EF- 2' 一 思 
一 2 的 最 可 儿 值 所 有 具有 的 数量 级 ， 
根据 属 =0 的 (42. 3) 式 , 系统 在 不 食 时 的 徽 扰 作用 下 ， 经 过 时 
癌 圭 后 从 能 量 为 召 的 态 跃迁 到 龙 重 为 加 的 态 所 具有 的 跃迁 此 率 
与 下 式 成 正比 : 
sin2[ (FE Et OR EE) 
由 下 可 人知, 羞 尽 一 下 的 最 可 几 值 有 具有 并 六 的 数 旺 级 . 
把 送 个 结果 用 到 自前 考虑 的 情形 中 【天 机 个 子 源 统 辣 的 相互 
作用 为 徽 扰 》 我 们 得 到 忆 下 的 关系 式 ， 
| 至 一 2 一 本 一 让 | 太一 在. (44. 1) 
由 此 可 见 ， 峙 间 闻 辽 A 食 短 , 观 栅 到 的 能 量变 化 就 盒 大。 重要 的 
是, 六 1AE 这 个 数 攻 级 和 钱 护 本 号 的 数值 无 关 ， 不 管子 系统 间 的 机 
瑟 作 和 弄 弱 到 什么 地 步 , 由 {44. 了 ) 式 确定 的 能 量变 化 值 都 能 观察 到 . 
这 个 结 妇 是 量子 理论 所 特有 的 ， 并 且 具 有 深刻 的 职 物 意义 。 它 表 
期, 通过 两 次 测 显 来 验证 量子 力学 中 的 能 其 守恒 律 只 有 在/A 数 司 
级 的 精确 度 , 共 中 的 A 为 两 次 测量 之 间 的 时 间 辣 也. 
(44, 1) 式 通常 称 为 能 量 的 测 示 准 关 系 式 ， 也 是 必须 踢 调 指 
出 ， 它 的 含 交 与 坐标 和 动量 的 测 不 谁 关 系 式 ApAz~ 克 完全 不 同 ， 
在 后 一 个 英 系 式 中 ，Ap 和 Ax 为 同一 时 刻 的 动量 和 坐标 的 名 不 唯 


" I90 * 


值 ; 它 表 明了 这 两 个 量 不 能 局 肝 有 具有 党 值 ， 而 另 一 方 醒 , 能 县 已 。 
却 不 论 不 哪 一 时 闷 全 可 以 任意 精确 地 进行 山 景 ， 《3 瑟 式 中 豚 
(如 十 引 一 (在 十 为 能 量 吾 人 在 两 个 不 问 时 刻 的 证 确 调 基 仁之 
差 , 并 不 是 司 一 给 定时 堵 的 能 显 测 不 准 征 . 
刻下 把 吾 看 作 某 一 系统 的 能 量 , 把 = 知 作 “ 现 叶 仪器 的 能 量 ， 
我 科 就 可 以 说 ,它们 之 闻 的 相互 作 凡 能 是 只 能 估计 到 译 /E 的 强度 
为 小 ， 令 AB, As, 和 六 这些 最 的 测 谋 误 益 ， 在 最 好 的 情形 下 , 当 
和 < 已. 各 确 知道 时 (As=Ae 一 0), 我 们 有 
入 (再 一 在) 一 起 /At 44, 2) 
根据 这 个 式 子 ,我们 可 以 导电 有 关 动 世 测 量 的 党 干 重要 结论 ， 
粒子 (为 确定 起 网 ,我 们 把 它 说 成 为 电动 量 的 柚 星 过 程 , 可 以 用 
该 电 子 与 其 一 共 它 粒子 ( 称 为 "测量 焙 了 ?的 磁 撞 来 实现 , 这 个 “ 负 
晤 "粒子 在 和 接 前 后 的 动量 假定 可 大 精 确 地 测定 中 ， 如 有 果 把 动量 
守恒 律 应 内 到 这 个 磁 疤 问题 中 , 可 得 三 个 方程 式 (一 个 基 量 方程 古 
二 个 分 便 式 ), 具有 六 个 未 知 数 (碰撞 前 后 电子 动 明 的 分 全 数 )， 如 
果 访 电子 与 许多 " 测 臣 ?和 粒子 进行 连续 碰撞 ， 并 对 每 一 次 感 接应 用 
动量 空 凯 律 ， 唱 方程 数 而 以 大 大 增加 ， 配 是 未 知 获 〈 柄 接 中 的 电 
子 动量 ) 的 数目 也 随 之 增加 , 并 且 罗 于 证 明 , 不管 碰撞 多少 次 ,未 咎 
数 的 数 日 总 比方 程 数 多 出 三 个 因此, 为 了 神 定 电子 的 动量 起 泥 ， 
除了 动 蓝 和 守恒 律 外 ， 有 有 必 皮 证 每 一 次 柄 樟 中 应 用 能 量 和 守恒 律 . 但 
是 我 们 已 经 知 轧 ， 应 用 后 一 个 定律 具 能 得 到 让 数 下 级 的 精确 
度 , At 为 测 最 过 程 始 末 的 时 间 间 陋 . 
为 简化 以 后 的 讨论 计 , 节 好 沙 虑 一 个 假想 的 理想 实验 , 其 中 的 
“测量 粒子 ”是 一 个 全 凤 射 的 于 面 镜 ; 这 时 重 时 的 只 是 牌 直 于 该 平 
面 氏 的 那个 动量 分 莉 。 为 了 确定 粒子 的 动量 了 ， 和 根据 动量 守恒 律 


中 在 这 里 的 分 析 中 ,这 个 “测量 " 玉 子 的 读 量 等 于 多 消 并 不 重要 ， 
*。 121. 


和 能量 定 重 律 络 出 下 列 亡 程 : 
p+P'—p—P=0, (44. 3) 

1e t+E'—e—B|~i/At, C44, 4) 
式 中 的 P, 囊 为 粒子 的 动量 和 能 量 , p,e 为 平面 镜 的 动 景 种 能量 ;不 
带 撤 的 和 措 撤 的 分 别 标志 磁 返 前 后 时 著 的 量 .“ 油 量 和 粒子 "的 ?. 多， 
ee 诺 若 ,假定 都 必 精 确 知道 的 , 它们 的 误 莹 寿 秆 于 零 . 鞭 来 对 其 
祭 各 量 的 识 美 讲 来 .由 目 式 得 

AP=AP', AF'— AP~A/At. 
可 是 A5 (3813P)AP= vAP,v 为 该 也 子 ( 公 撑 之前) 的 违 度 ， 同 
理 有 AB = AP' -ewAP， 凡 而 我 们 得 

人 一 全 六 一 再/ {41. 5) 
我 们 在 速 庶 和 动 嫩 下 面 者 加 ee %， 这 是 为 了 强调 这 … 
式 子 对 每 “种 分 量 分 别 进 来 邦 大 成立 的 ， 

记 就 是 欲求 的 英 系 式 ， 它 表明 电子 动 基 的 测量 【有 只 有 共 定 的 
精 萌 度 A 天 必然 引起 该 电子 的 速 庶 攻 杰 【 亦 下 动 后 本 身 的 改变 ). 
测量 过 程 的 历时 合生 , 这 种 改变 狐 愈 人， 只 有 At-> 0 时 ， 这 种 巡 
度 改 变 才 能 任意 地 小 ， 但 十 占有 长 时 间 的 动量 袖 迪 从 有 村 自由 竺 
子 才 有 意义 ， 动 基 测 量 在 经 具 短 时 间 间 喇 后 的 不 可 全 复 侍 以 及 症 
子 访 学 中 测量 芍 * 虎 看 性 ”一 一 一 个 物理 晤 的 测量 值 与 油 证 过 程 结 
束 之 后 它 拟 采 服 的 数值 之 间 加 以 区 思 的 此 要 性 一 一 在 这 县 基山 得 
特别 请 楚 册 . 

相当 之 初 根据 微 扰 论 所 得 的 结论 ， 也 可 以 用 另 一 种 现 点 推导 
出 来 , 这 就 是 考虑 时 一 系统 在 某 种 微 扰 作用 下 约 衰变 问题 。， i 至 
为 该 系统 的 一 个 能 级 ， 这 个 能 级 是 在 完全 呈 去 右 灾 可 能 御 的 假定 
下 计算 出 米 钓 ， 令 5 开 为 系统 处 于 这 个 态 的 寿命 ， 也 哦 生 答 单位 时 


让 条 玖 疝 窜 区 是 出 NN, 坡 束 络 昌 [二 1532 晤 ) 


s js 


加 如 亚 用 潜 便 的 倒 获 ， 然 后 用 局 样 的 方法 , 我们 可 得 
[Bom—E—#|~fizr, [434. 6 
盐 中 的 五,E 六 读 系 统 误 变 之 后 形成 的 那 两 个 郊 分 的 能 是, 也-4- 可 
以 看 作 更 变 前 的 系统 能 最 的 一 个 估计 人 秆 ， 因 此 所 得 的 式 子 表明. 
人 谎 称 "村 的 可 衰变 系统 的 能 呈 ， 只 能 确定 到 需 了 数 录 级 
为 正 。 这 个 是 道生 称 为 该 能 线 的 宽 庆 二， 故 
Fe {44. 7) 


§ 445、 以 势能 作 微 敌 
过 于 在 和 外场 中 的 加 个 势能 如 果 可 以 当 作 微 扩 来 处 理 ， 这 种 情 
形 由 得 专门 次 虚 ， 此 时 的 求 受 乒 苏 定 课 方 释 鲍 足 谅 粒子 的 月 由 运 
到 六 程 : 





BOT = 0, j=~2m = 二， (45. 1) 


并 县 有 有 平 南 波 解 . 自用 运动 的 能 诺 直 连 续 的 ， 因 此 我 们 融 在 所 蓄 
虚 多 是 过 经 谱 微 拢 论 中 的 一 个 独特 情形 ， 这 个 问题 的 直接 米 解 ， 
要 从 应 败 普 明 公式 更 为 上 方便. 

一 级 近似 的 流明 数 修 下 央 满足 下 列 方 程 : 

AYT HEY Vy, (45. 2) 

式 中 的 如 为 到 能 .根据 电动 力学 我 们 知道 ， 上 式 .之 解 可 以 写成 推 
迟 势 形式 , 即 下 列 形 式 们 ; 

Ey, 3) 一 re AC ye er ar/r, {45. 3) 


不 中 多 





DH 这 大 :45,20) 式 的 一 个 特 解 .其 中 还 可 以 吉 进 一 个 未 受 狐 方程 146. 10) 式 的 任 亦 
冲 . 那 !45. 2 可 的 右边 等 村 过 时 的 任 芒 解 . 


* I?3* 


本 FF =ar dy dda, ri= (一 一 一 

现在 来 阐明 势 声 5 应 该 袜 足 什么 样 的 笨 件 才能 名 和 作 币 枕 ， 徽 
抗 论 的 适用 条 件 已 经 世 含 在 这 个 要 求 内 ， 汕 4 为 该 势 
场 是 著 地 不 等 于 等 的 那个 区 城 空间 尺 讼 的 数量 级 我 们 首先 假定 
该 粒子 的 能 其 十 分 小 , 以致 ka 的 数量 级 至 多 等 于 1、，、 此 时 (45. 3) 
波 积 图 数 中 的 e“ 因子 在 数量 级 的 估计 中 并 不 重要 ， 读 税 分 的 数 
其 级 为 po [Cle, 不 

ym | ap /2. 

我 们 就 得 下 列 条 件 


VI (aX1), (45. 4) 





要 注意 的 是 , 此 式 有 过 其 有 简单 的 特 理 含义 ; 它 等 于 寿 闭 在 线 府 为 
6 的 体积 内 的 一 个 粒子 所 上 其 有 的 动能 数量 级 (因为 根据 熏 不 准 汞 
系 , 粒 于 动 景 的 数量 级 为 序 / 9)， 

我 们 来 考虑 一 个 特殊 情形 ， 设 有 一 个 十 分 漫 的 势 讨 ， 满 足 
045. 4) 式 所 络 的 条 件 . 容易 证 明 , 在 这 样 的 过 阱 中 并 不 存在 负 能 级 
[R. Peierls 1929): 对 一 个 球 对 称 的 艰 阱 讲 来 ， 这 种 特殊 情形 已 经 
在 ;33 的 例题 中 证 朋 过 .， 实 昧 上 , 当 吾 =0 时 , 汰 爱 拒 流 尔 数 变 成 
一 个 贡 数 , 可 以 任意 第 定 这 个 常数 , 我 们 半 定 它 等 于 1 $0?=1， 巾 
于 节 开 人 划 0 ， 在 萝 孟 中 和 拓 动 的 波 国 数 贡 = 下 区 显然 到 处 不 等 于 
替 ; 这 个 本 征 图 数 是 无 节点 的 , 它 属 于 基 术 , 因此 召 = 0 仍 是 该 粒子 
的 最 小 能 量 值 ， 由 此 可 见 , 如 时 势 附 是 铝 地 写 , 那 末 法 粒子 只 能 作 
无 限 运 动 ; 这 个 粒子 不 能 波 势 了 绯 所 “分 获 "， 必须 注意 到 , 这 起 量 疗 
理论 所 特有 的 结果 ; 经 典 力学 中 的 著 子 在 任意 势 孜 中 都 能 作 有 限 
和 运动。 

应 该 强 汕 指出 ， 以 上 所 讲 的 碎 是 针对 三 维 势 了 绯 而 言 的 ， 在 一 
维 或 殉 维 执 阱 中 在 这 样 的 势 淖 中 ,5 各 研一 个 惧 两 个 化 标 变 长 
" I94， 


的 函数 ), 总 可 以 存在 负 能 级 ( 见 本 者 之 采 的 例题 )， 原 区 在 于 ， 在 
一 维 或 本 维和 异形 中 ， 目 前 矿 碟 的 微 提 论 当 能 量 豆 等 于 震 《 或 很 小 ) 
时 不 百 适 用 对 

在 高 能 量 情形 下 , 此 时 有 加 淮 1, 被 积 函 数 中 的 e 因子 起 若 
下 要 作用 ， 并 和 宣 积 分 折 旺 著 地 减 小 ， 这 种 情形 下 (45. 习 式 之 解 可 
以 蛮 换 成 居 一 种 形式 ;为 了 推导 这 种 形式 , 最 好 回 到 方程 (45. 2) 直 
接 求 解 ， 我 们 把 微 拢 前 的 运动 方向 取 作 多 轴 ; 则 未 受 扰 波 清 数 员 
形式 为 二 e* 丰 龙 数 因子 芹 定 为 1 )， 我 们 来 求 下 式 之 解 ; 

pi! l Eyp'! = Ue 下 


仿 W0 一 er 鉴于 所 假定 的 万 值 很 大 , 我 们 在 人 Ag 中 只 要 保留 
eatz 关子 经 过 -次 或 两 次 微 商 后 所 得 之 项 就 可 以 了 ， 由 此 可 得 了 
的 下 列 方程 式 : 


i 2mU 
ox A 
跑 
= etaz 一 一 et Didr. (45,. $5) 


对 这 个 积分 进行 合计 ,得 | 中 全 人 IE 有 因此 这 种 情形 
直 的 第 搞 论 适用 条 件 为 


pa (ka1), (45. 6) 
其 中 的 9 一 三 jm 是 该 身子 的 速度 . 我 们 注意 到 这 个 笨 件 比 人 15. 作 


DD 在 两 扒 情形 下 ,可 表 汶 [ 报 提 二 维 误 动态 积 徇 理论 可 知 }) 类 似 于 445. 3) 的 
一 个 积分 式 , 其 中 的 efirdz'dy da 7 被 换 成 证 百 和 Ya 五 为 零 防 的 第 一 类 
滩 克 尔 国 数 , 而 ra 一 (5 一 开门 9 十 (和 一 有 2， 当 大 -时 ,这 合议 现 针 区 表 , 从 而 整个 殷 分 
式 , 均 以 半数 方式 赵 押 无 旁 坟 . 

回 再, 在 -- 锥 情形 证 , 彼 名 ! 销 束 中 伟 有 因子 2xietirda' 1K， 基 中 的 r=15 一 了 1, 当 
一 半天 注 大 ， 





= 了 人 和。 


来 得 名 .内 此 , 在 低能 竹子 情形 下 , 如 下 -个 驮 场 可 以 中 作 德 夕 来 
处 理 , 慰 末 在 高 能 情形 下 ， 这 个 势 场 一 定 伪 能 当 作 币 找 来 处 理 , 皮 
之 就 不 一 定 正确 了 中. 

这 里 所 讲 的 微 扰 论 的 适用 性 , 对 库伦 场 而 言 尚 须 另 行 考 虑 . 作 
U=a/7 的 场 中 , 不 可 能 分 出 一 个 市 限 空间 区 域 ， 使 得 域外 的 严 比 
域 肉 的 小 得 很 多 .把 (45,. 6) 式 中 的 参 划 和 改革 成 晤 商 变量 T, 台 得 
欲求 犁 适用 条 忻 ; 从 而 导出 下 列 和 不等式: 

of hv 1 (45.7) 
由 此 可 见 , 对 高 能 粒子 而 宫 , 库伦 场 可 以 当 作 微 扰 @. 

最 后 ; 我 们 米 推 导 一 个 会 式 , 它 能 开 伺 弛 给 出 其 个 粒子 膨 波 二 
数 , 只 要 这 个 粒子 的 能 量 互 到 处 都 远大 王 荔 能 媚 ( 不 加 其 它 革 证 )。 
在 一 盘 近 似 中 ,这 个 波 孙 上 数 和 坐标 的 关系 ,与 自由 这 动 ( 共 方 让 了 芭 作 
z 轴 ) 的 情形 相同 ， 因 此 我 们 这 设 蔬 旦 切 = eszp 形式 ， 其 中 的 下 
起 一 个 誉 标的 辐 数 , 它 与 e'** 相 比 变化 得 较 慢 (但 是 涉 能 一 般 址 认 
为 它 接近 于 一 ?)， 把 它 找 入 坪 定 课 方 程 中 ,可 得 右 的 方程 习 


2 一， (45. 8) 
用 此 得 
由 二 ei 二 常数 XX eitze- isn] Ba， {45. 9) 


这 就 是 欲求 的 表 式 ， 但 需 注 总， 此 式 在 远 距离 处 并 不 适用 ， 在 方 
程 (45. 8) 中 , 我 们 略 到 了 含有 情 二 级 微 商 的 A 玉 项， 年 远 距 岗 处 ， 
3?/arz 和 -- 级 微 南 98132 一 起 总 丁 零 ， 但 它 对 模 坐 标 yz 的 仿 


韦 ” 一 扒 情 涝 下 ， 镀 扰 论 的 适用 杀 伯 45. 6) 式 对 所 有 的 ea 成 立 ， 三 继 祖 形 下 推 
得 的 (45. 忒 对 一 维和 情形 闪 不 租用, 国 为 所 得 的 冲天 数 共有 发 若 性 { 丰 前 -- 险 证 ). 
光世 省 注 卓 ,对 开 = 217 的 场 而 言 , (145.5) 式 当 zi 六 十 和 根 大 人 时 积分 是 受 
拖 的 (对 数 发 苞 ?)， 国 此 贞 葵 拢 论 求 出 的 库伦 场 中 的 泪 国 著 , 在 比 了 轴 的 缺 吗 锥 凡生 能 
适 川 . 
96 。 


徽 商 并 不 和 村 过 ,只 和 有 满足 z< 委 pas 条 件 时 , 它们 本 能 忽略 控 . 


合 
1。 试 发 一 维 浅 执 了 肿 中 的 能 级 ， 假 定 
1 Peie 是 收 并 的 . 
艇 我 们 先 体 定 能 线 | 吾 | 实 | 本 1， 这 个 假定 将 设 以 二 的 结 末 丰 证 实 ， 天 
本: 并 让 纪 茵 定 主 方 程 的 右 地 
dp dr = (a) 一 瑟 . 雪 ， 


时 这 


已 满足 15. 禾 式 ， 并且 积分 


我 们 可 已 首 去 势 娃 范围 内 的 如 并 把 划 看 作 和 党 数 ， 不 和 其 普 遍 扯 ， 可 含 区 等 
于 I-: 


Gide = 
2 


距 式 对 dz 积分 ,积分 限 为 土 x; 两 点 ， 此 有 escaaJ rw， 其 中 的 为 扶 阱 袍 
和 的 积分 是 习 钱 的 , 式 和 有 的 积分 可 过 他 到 从 
-2 到 十 ce 的 时 个 值 域 : 

| 双 | Tea {1) 


dr |_,, A 一 


三 注 商 护 时 外, 波 国 数 站 省 二 全 的 下 式 ， 把 它 代 A 入 (1) 式 ,我们 得 


2 





或 


和 开放 加 ;能 绒 是 一 个 很 小 的 量 ; 比 陡 座高 一 个 野 星 缀 (一 级 小 居 )- 本 晴 变 从 
全 。 
2。， 求 一 维 该 势 了 及 如 = Br 中 的 能 级 他 为 平面 中 的 极 仅 标 ); 假定 积分 


1 rUdr 基 收 苦 的 ， 
解 ， 得 十 嫩 一 样 做 法 , 我 们 得到 叶肉 的 方程 沐 


2 中 
T + 并 | 


时 了 到 站 由 分 (由 的 Grace 结 红 入 





* 197 +* 


全 | = 2 下 rt (rar, {1) 


在 远 高 势 阱 处 , 两 维 自 由 运 放风 各 为 

1 dr db, 2m 

cA dn 
它 用 (无穷 远 处 为 零 的 ) 解 多 一 常数 X 瑟 (ixkr); 当 这 个 函数 的 案 最 值 很 小 
村 ,中 的 首 项 与 log rr 成 正比 ， 记 和 住 这 一 在 ,我 们 在 7~#5 让 ,把 阱 内 外 
的 当 的 对 数 导 数 营 同 起 来 [ 群 内 的 沙 对 数 导数 等 于 (1) 式 的 右边 1, 得 


1 2 
4lormre “Ra 元 al， 79 





由 此 得 
和 R21 ,i 
(Bl~ ep)— | Crar | . 
和 蔓 们 看 到 , 能 级 比 晓 深 ( 指 数 式 地 ) 小 衬 很 学， 


" 9 = 


第 七 章 ” 淮 经 典 情 形 


8 46， 淮 经 典 情形 下 的 波 郴 数 
如 果 各 粒子 的 德 布 罗 意 波 长 在 所 给 问题 中 远 小 工 靖 定 该 问题 
各 种 条 件 取 特征 尺度 工 , 该 系统 就 接近 于 经 昌 钙 质 , 下 如 波动 光学 
当 流 -长 趋 近 于 零 时 过 滤 到 几何 光学 那 翌 . 
让 我 们 对 准 经 红 奈 统 史 性 质 作 进一步 的 研究 ， 为 此 ， 我 们 在 
紫 定 这 方程 





中 作 下 列 祥 换 : 
Dp 一 上 tw， {46. 1 ) 
对 国 数 六 我 们 得 到 以 下 方程 : 
-= 1] 7 高 On . 
之 机 (Yo ane rh U, {46. 2) 


而 丁 变 系统 的 性 质 已 经 假定 是 淮 经 上 典 的 ,0 距 可 展 成 让 的 禹 级 数 ; 
y=op RDor: (Bags (i. 3) 
我 们 先 著 虚 最 简单 的 情形 ， 即 草 粒 子 的 一 - 锥 运动 ，(46.2) 式 

些 时 化 简 成 


Uy), (46, 4) 
2 21m 


共 中 的 撤 号 代表 对 坐标 x 的 微 商 . 
在 一 级 近似 中 , 可 令 rr= oc 并 在 方程 中 周二 食 广 让 的 项 : 


1 Hs 
Bm oD —E—U(te). 


ss Fo 


由 此 得 





To 二 + [vantE- Uw) lar. 


这 个 被 积 范 数 上 好 就 是 用 誉 标 范 数 表 山 的 该 粒子 的 经 上 典 动 量 Kz) 
我 们 把 根 号 苟 常 有 及 号 者 定义 为 葬 数 p(x), 则 有 


oo = 十 |pzz， pv mE 0, (46. 3) 


这 与 波 国 第 的 极限 形式 46. 1 所 预期 的 完全 至 由 具有 (46. 4 不 
太 边 的 第 .项 过 小 于 第 一 项 时 , 这 样 的 于 和 伺 才 是 合理 的 , 也 就 是 必 
须 育 页 |c ye | 安 1 或 
Idio) Ads) 1. 
在 一 级 近似 中 , 按 (46.5) 式 我 们 有 e 三 瑟 故 匠 得 条 件 可 写 盛 
gray27y72z| < 入]， (46. 6) 
共 由 的 48) 二 2x 丰 /p(w) 司 读 粒 子 的 德 在 罗 意 波长 ， 它 退 过 经 8 
国 妆 了 了 fw) 磋 为 x 的 孙 数 ， 淤 好 我 有 入 到 了 一 个 定 避 的 淮 经 典 条 
件 : 诬 粒 子 的 波长 在 8 的 向 配 肉 攻 织 很 消 履 变 ， 这 里 池 出 的 全 
式 不 适用 开 不 满足 这 个 条 和 作 的 尝 间 反 三 . 
笨 件 C016. 后 可 以 写成 六 一 种 形式 , 只 去 注意 到 


dp 1 rir RA mE 


其 中 的 对 = 一 避 ? 和 dz 济 粒 子 在 外 场 中 所 爱 的 经 旺 力 ， 用 此 力 表 未 
可 得 : 

7 天] 下 1 /pl (46. 7) 
Hi 暑 式 可 ,如 到 粒子 的 动 咀 太 小 , 唯 经 上 典 和 近似 束 不 天 用， 这 和 神 不 


加 天 家 知道 ,| paz 为 作用 量 的 不 含 时 济 分 . 一 个 粒子 的 总 的 力学 作用 县 吕 为 
S- -可 十 | pdz，ce 申 没有 一 Et 这 项 . 国 为 我 们 专 让 指 吓 不合 时 的 波 琢 数 电 


= 2 


运用 性 .特别 明显 地 形 了 项 在 加 点 附近 ;所谓 加 点 ,就 是 从 经 暴力 学 看 
求 粒子 在 该 成 处 应 取 伟 让 前 进 ， 并 开始 反问 运 动 ， 这 些 加 点 是 由 
方程 式 P82 二 0 有 如 二 (Ww0) 黎 定 的 ， 当 pB>0 时 , 德 布 罗 巷 波长 趋 
吴 无 穷 大 , 虹 然 不 能 再 假定 它 很 小 . 

得 症 必 须 指出 ， 维 经 典 近 候 的 成 了 只 第 条 件 (46. 6) 或 (46. 7) 
有 可 能 症 不 够 的 ， 原因 在 于 ， 这 个 条 件 是 从 微分 方程 (46. 4) 各 项 
的 知 计 中 导出 的 , 而 所 略 去 的 那 项 含有 高 防 导 数 ， 实 际 上 : 我 们 在 
个 诗 中 居 须 项 害 该 起 之 解 的 各 后 彝 展 开 项 都 是 一 些小 量 ， 但 这 个 
要 求 并 不 能 用 略 去 一 项 小 量 来 保证 ， 敬 如 说 ,如果 cf2) 之 解 中 会 
有 一 项 , 度 项 天 体 上 随 坐 标 z 线性 地 增长 , 方程 中 的 二 次 导数 是 一 
个 小 量 评 不 能 防止 该 芥 在 显 够 远 处 恋 成 很 大 ， 当 势 场 能 够 延伸 到 
远 超过 特征 长 诬 荆 的 路 离 妈 ,并 在 该 处 具有 足 驶 明显 的 变化 时 , 不 
有 可 能 发 生 上 述 情 帝 ; 见 后 面 对 (46,11) 匠 的 讨论 ， 因 而 谁 经 典 近 
似 对 十 大 帘 波 国 数 在 还 距离 处 的 行为 讲 采 , 六 不成立， 

我 们 来 计算 展 式 (46, 3 中 的 次 一 项 、 由 (46. 3 起 中 丰 的 一 级 
项 给 出 

ogit 0 = 0 
就 
=—08 200= —p 2p. 
积分 得 
01= 一方]ogb (46. 8: 
式 中 酷 沁 了 积分 常数 , 
将 上 式 代 入 (4.3) 和 (46.1) 中 , 我们 得 下 列 形式 的 波 催 数 : 


-i 《ia i 一 人 3 


pp--Cp 2e | Cp te 
波 师 数 中 存在 的 1i~v 了 因子 有 一 简单 航 和 解释， 在 zx 与 + 一 47 
+ 207 。 


(46.9, 


坐 杀 范围 内 发 现 粒子 的 几 准 出 i 多 | 质 给 噶 ， 它 基本 七 和 1/p 成正 
比 ， 这 正 是 我 们 对 一 全 * 准 经 典 " 粒 子 所 预 痢 的 结果 ， 因 为 在 经 殿 
运动 中 ,一 个 粒子 在 4 由 陋 内 所 经 二 的 时 间 ， 与 该 粒子 的 速度 (或 
动量 ) 成 反比 . 
在 “经典 禁区 内 , 该 处 的 下 <C2) 国 数 2 成 为 纯 碟 明 , 从 
而 指数 上 的 曙 都 成 为 实 量 ， 波 蚀 数 在 这 种 区 域内 的 一 般 形 式 为 
© Ca 人 nlas 
Wr vip | 
但 应 记 人 年, 淮 经 典 近 供 的 精确 座 , 并 丰 宛 许 波 图 数 中 保留 一 个 小 的 
指数 项 , 让 它 和 大 的 指数 项 如 在 一 起 ; 在 这 种 意义 下 , 通 前 (46. 10) 
了 式 中 的 两 项 不 充 许 同时 部 体 留 . 
尽管 通常 用 不 到 波 沙 数 中 的 高 次 项 ， 但 为 了 说 明 准 经 典 近 似 
精确 度 的 基 些 特性 起 见 , 我 们 来 推导 展 式 (46. 3) 中 的 天 下 -一 项 . 
由 人 46. 志 中 的 起 项 得 


1 ~ 雪 f lplas 


十 C468, 10) 


， 1 1 


0， 
总 [oo 和 og 用 (46.5 和 148.8 代入】 
v= /dp 3p 8p. 
积分 之 {第 一 项 用 分 部 积分 ), 并 引入 力 下 = pp'/m, 得 


这 种 近似 下 的 波 商 数 共 有 下 到 形式 : 
一 er 一 Eat "fl 1) 
或 
多 一 人 和 一 志 流 mo Caf pr yd Ie re 
上 4 8 ] 
(46,11) 
指数 前 的 系数 中 出 现 碟 修正 硕 ， 相 车 于 恋 销 数 的 周 相 中 亦 引 
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敌 次 的 (1L/ 和 | pz 上 添加 了 一 个 修正 项， 这 个 修正 项 正比 十 如 认 
即 数量 级 为 4/ 

(46. 11) 式 插 号 内 的 第 -和 第 三 项 必须 远 小 于 1， 对 第 二 项 
这 -条件 与 (46. 7) 式 相同 ; 对 第 三 项 的 积分 进行 估计 后 可 以 知道 
仅 妆 严 在 虐 离 人世 处 足 驶 快 地 趋 于 零 时 , 才能 得 出 (46. 7) 式 . 


§ 47， 准 经 典 情形 中 的 边界 条 件 


设 2= 二 6 济 一 加 天, 该 避 ( 的 三 加 并 假定 对 所 且 区 有 五 一 
吾 , 页 癌 点 的 布 届 为 经 且 楷 区 ， 疲 图 数 应 在 该 反 内 衰减 ， 离 回 战 
足够 远 处 , 它 有 具有 王 列 形式 : 





人 工 | 
| .= 一 一生 下 -一 一 -一 上 . 
= 2 i iexp( | DAF |) (Tp) (47.1) 


相当 于 《46. 14) 式 中 的 第 … 项 ， 在 这 个 回 点 的 左 侧 ， 波 函数 可 用 
(46. 9) 式 所 信 的 苹 定 浅 方 程 两 个 准 经 典 解 的 实 线 御 组 合 描述 ; 


从: exp( {ptr) -exp( 一 1 | ris). (wg) 
(47. 2) 
为 了 求 出 这 全 实 煞 性 组 合 中 的 系 背 , 有 必要 赋 究 z 一 4 之 全 只 
下 [ 丝 时 《47. 了 ) 式 成 立 ] 到 负 时 小 函数 的 谈 人 化， 但 这 要 通过 回 点 的 
邻 区 ， 读 区 内 谁 经 由 近 们 不 生成 立 ， 需 要 涡 虚 藤 定 油 方程 的 精确 
解 ， 对 于 小 的 [x 一 a|, 我 们 有 
BUCG) ~ Fora), Fo 一 0; (47. 3) 


在 这 区 域内 ， 这 是 一 个 均匀 声 中 的 运动 问题 ， 这 个 问题 的 薛 定 证 
方 穆 精 人 确 解 已 兄 $24, (47. 力 和 (47,2) 式 中 的 系数 其 系 , 可 以 通过 
与 回 点 两 边 精确 解 的 渐 近 式 (24. 5) 和 (234. 6 的 比较 导出 ， 我 们 六 : 
意 到 ， 由 (47. 3) 可 得 p(x) 一 v2mFotz 一 委 , 故 下 列 积 分 

”了 从 于 = 


] or 2 
二 | Bax EV 2 mF (x a) 


和 荣 于 C24. 可 中 指数 有 阔 数 的 宗 晤 ,或 (24., 全 中 正 屁 三 数 的 宗 最 ,让 这 
一 讨论 中 -| 分 重要 的 是 ， 展 式 (47. 3) 的 成 六 区 和 准 经 上 典 区 部 分 重 
倒 : 如 末 束 个 势 场 中 的 运动 几乎 全 是 稚 经 里 的 天主 贡 [我们 候 让 前 
澡 笠 ), 由 可 找 放 是 够 小 后 [x 一 &| 信 ,全 得 恨 式 (47, 3 得 凡 成 证 国 
名 此 值 允 是 够 大 , 使 得 淮 经 人 各 条 作 得 以 误 中 ,从 而 可 月 渐 捞 式 {21. 
5) Ri 8) 9D, 

但 是 ,还 存在 着 为 一 种 方法 , 斑 上 其 方 潜 论 上 的 意义 , 它 用 不 着 请 
确 解 ， 为 此 ， 我 们 要 把 (ww) 形式 地 看 人 必 是 提 变 量 字 的 函数 ,并 撕 
Y 一 站 出 正 到 负 欧 路 径 选 得 高 了 -6 点 足够 地 迁 ， 使 得 准 经 虹 条 件 
能 在 整个 路 径 工 有 展 式 地 得 到 洪 足 (A. Zwaan 1929Y， 然 后 我 们 天 
来 故 上 霸 也 能 满足 展 式 (47. 习 的 天 紫 |x 一 g| 住 ， 使 各 设 组 数 (47. 1 
共有 下 列 形 式 

1 -5G Gm 
oo 上 这 
CA7. 4) 

在 复 变 晤 x 的 上 半 平 面 内 络 2=a 皮 作 半径 为 p 的 于 加 ,我 们 
来 汐 赛 一 下 沿 此 半圆 自 有 到 在 运动 时 上 还 畏 数 的 变化 ， 在 此 羊 局 
上 有 


一 | VE (cosF stirin® 6 ) 


癌 人 四 从 口 变 到 二 《47. 人 起 指数 因子 的 模 先 是 增 大 ( 当 0 拓 节 一 : 


全 展 基 f17.31 对 | 和 一 站] 和 拓 大 证 ， 拓 区 博 五 挛 几 的 特 在 旺 襄 ， 准 晕 典 条 件 
fdf6.73 莫 求 [ 节 一 站]27a> 克 Few Wi 下 1， 这 两 个 条 征 是 柚 容 前， 由 为 准 益 典 运 动 远 离 回 
虚 ( 寻 1jr 一 中 1 工 ) 鸽 得 开交 和 人 | 页 | ， 
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对 有 时》 随后 下 降 到 1， 到 达 半 鸯 的 终点 ,指数 罕 变 成 纯 庶 重 , 并 
等 于 
-Va d= | PCz)az 
《47.4) 式 指数 前 的 系数 中 , 沿 此 灶 贺 的 变化 为 
(gay (a) se in 
因此 , {47, 起 式 整个 阔 数 变 成 (47. 2 起 中 的 第 二 现 , 上 有 系数 Cs 一 
1 Lin 
a0e 4 
通过 上 六 面 只 能 定 出 (47, 32) 式 的 Cs 系数 . 这 一 点 可 作 简单 钙 
赫 ， 如 果 我 们 薪 上 上 述 半 疝 反 方向 (即日 无 到 右 ) 妃 踪 风 数 (47, 2 的 
变化 ， 就 会 上 有 山 第 -一 项 与 第 二 项 硼 比 从 -开始 就 指数 式 地 很 钛 减 
小 ， 可 让 淮 经 典 近 位 不 侈 这 将 中 包含 一 个 指数 式 小 理 旺 一 个 大 他 
汪 项 加 在 一 起 ， 这 就 是 为 什么 沿 此 半 厨 通过 时 “于 水 ”了 (47. 2) 中 
的 第 一 项 ， 
敬 求 系数 0， 我们 必须 自 右 向 左 地 通过 复 变 全 x 下 举 站 面 上 
的 半圆 ， 用 同样 方法 ， 我 们 发 现 (47. 4) 式 典 在 变 成 (47. 3) 中 的 弟 
一 项 共有 系数 Ou= Ce 
因此 z>a 的 波 压 数 (47. 对 应 于 zs 的 于 列车 数 : 
CC 让 1 
p= eos( 守 | zz 这 于 ) 
这 个 对 刻 规 则 可 写成 另 … 种 形式 ， 与 经 上 禁 区 窜 竟 位 于 阿 点 的 也 
一 人 峙 匹 美 ( 攻 ratmetrs,， 19257)- 
| 


| zzzj -人 (47, 5) 
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0 1 


—>Ux)<iB pt 








我 公 再 一 次 强调 , 从 证 机 中 最 然 可 知 , 这 个 现 则 是 和 可 在 加 点 
一 侧 的 特殊 边界 笨 件 有 美的 , 在 这 个 意 交 下 , 它 只 能 用 于 特定 的 方 
回 ， 规 则 (447. 5) 症 和 根据 进入 经 典 禁 区 乒 ; 区 0 这 个 好 罩 条 件 导出 
的 ， 应 用 时 , 必须 从 经 典 禁 区 出 发 过 沪 到 经 典 通 区 , 如 式 中 芋头 所 
示 由 . 

如 村 经 左 通 区 的 不 内 (在 二 = 点 ) 有 一 无 穷 山 “ 势 壁 *"， 波 辐 
数 在 二 a 点 的 过 寞 条 件 为 多 = 二 0C 风 $18)， 此 时 淮 缀 上 典 近 亿 明 划 
执 帮 本 身 各 成立 , 共 波 硝 数 为 

$: -二 sin | pa (XY, | 
轨 == 人 0 (Za). 


(47. 人 6} 


§ 48. 玻 尔 - 索 末 菲 量 子 化 规则 
属于 分 立 谱 月 基 子 数 # 值 很 吉 的 态 全 妊 是 准 经 昭 态 ， 因 为 % 
是 态 的 缠 号 数 ,此 给 出 了 本 征 荫 数 的 证 友 数 ( 风 $ 21), 而 相 邻 节点 
的 间距 具有 德 布 罗 总 波 波长 的 数 其 级 ，# 大 时 , 这 个 间距 小 , 故 其 
波长 远 小 于 运动 区 的 尺度 . 


我 们 六 推 叶 谁 经 卜 销 形 中 注定 量子 能 级 的 一 个 条 件 ， 为 此 ， 
我 们 考虑 下 到 一 维 势 阱 中 粽子 的 古 限 运动 } 其 经 典 通 区 5 了 ra 
讲 于 两 个 回 点 之 间 多 . 


按 规 则 (47.5), 由 # 一 二 处 前 边界 条 件 给 出 (此 点 右边 的 ) 波 子 


号 反 向 过 小 是 没有 疙 祥 的 , 因为 147. 5 大 边 的 省 男 教 如 使 件 很 小 的 不 变 ， 电 可 
能 磺 式 霸 的 国 束 产生 一 个 指数 式 增 太 的 项 ， 
名 ” 妈 帆 访 尘 于, 粒 于 起 这 样 的 场 内 将 床 周 期 运动 ,其 揣 期 :让 2 了 运动 测 关 = 
再 折 癌 剂 到 点 记 需 的 时 站 1 为 
于 一 | RF = ENE EE 
是 粒子 过 麻 ， 
= 0 





丰 ] 六 1 . 
入 -os 于 ze- 4 x | (48. 1) 


抬 开 更 则 记 于 Ya 点 的 堪 过 ,得 同一 函数 , 但 具 王 询 形 式 : 


oO lr° 1 
$= -sos 广 | pa 一 了 | 
姑 果 以 上 两 式 在 鉴 个 区 内 是 相间 移 , 它们 的 周 祖 相册 起 来 (是 一 个 
第 数 ) 必须 等 于 工 的 束 倍 数 ; 


1 1 1 
于 | B3Y — = A, 


位 …( 一 DD"C .区 


1 1 
一 一- 一 -= 一 一 , 了 
了 中 pa 各 十 本， 48. 21 


其 中 中 ptz= 2| pdx 是 对 杭 子 经 典 运动 的 整个 周期 积分 ， 这 就 是 
浴 经 典 情形 中 确定 痊 子 的 各 个 定 态 的 条 件 ， 相 当 十 昌 量 子 论 中 的 
玻 尔 - 索 示 非 量子 化 坦 则 . 

很 容易 看 出 , 整数 ”等 于 波 贡 教 的 零点 数 , 因而 它 是 定 态 的 编 


号 数 ， 波 函数 (48. 1) 中 的 周 相 从 一 5 处 的 一 二 < 增加 到 z=a 处 


的 (n 二 闻 -)"， 从 而 使 这 个 区 内 的 余下 落 数 共 有 次 等 于 零 (在 区 城 
bw a 以外, 波 函 数 北 减 . 并 在 有 限 的 距离 内 无 零点 ) 中 ， 

如 前 所 述 ， 准 经 典 情 形 中 的 # 值 其 很 大 的 ， 但 应 强调 ， 保 贸 
(48. 中 中 上 所 加 的 二 仍然 是 合理 的 ， 计 及 波 函 数 周 相 的 随后 几 
个 修正 项 后 , (48. 2) 的 右边 只 多 出 一 些 ~NL 的 项 , 它们 要 比 1 小 


喇 ” 严 格 进 来 ， 零 点 数 肥 州 问 点 附近 小 函数 节 精 驳 形 式 求 寺 自 。 这 树 伍 的 结业 
可 以 肯定 本 六 的 结论 ， 
"2207 *» 


得 多 ; 见 $ 46 末尾 的 说 明 

把 这 些 滤 卫 数 归 一 化 时 ， | 区 拉 的 积分 可 限制 在 区 域 5<w<a 
内 ， 因 为 此 区 之 外 的 由 是 指数 式 递减 的 ， 由 计 (48. 1) 中 余弦 国 数 
的 宗明 是 一 个 剧变 函数 ， 我 们 可 以 是 够 精确 地 把 余 孩 函数 的 平方 
改 成 它 的 平均 值 =， 这 就 得 出 
A 
-5 PUL) 

= TO 2m0 = 1, 

其 中 的 一 24/ 于 为 经 典 内 期 运动 的 频率 ， 因 此 归 一 化 的 准 经 典 
图 数 为 - 


| dr 0 


协 == Er | (48. 3) 
应 该 注意 , 频率 四 一般 说 来 随 能 级 而 异 . 它 是 能 景 的 函数 ， 
对 (48. 习 起 还 可 作 另 一 种 解释 ， 积 分 值 中 pdaz 等 十 该 粒子 的 


经 肉 堵 闭 相 迹 所 也 国 鸭 面 帮 !( 这 个 相 迹 是 读 粒 子 的 各 空间 却 pz 平 

面 中 和 的 一 条 曲线 }. 把 这 个 面积 划分 咸 若干 格 ， 答 格 的 而 各 为 2 克 ， 

我 们 共 得 将 格 ; 而 数 岳 将 怠 等 于 能 昌 不 赦 过 所 给 便 ( 革 应 于 所 考虑 

相 迹 的 那个 能 显 体 ) 的 鞋子 态 总 数 : 因此 我 们 可 以 这 样 说 , 准 经 典 

情形 下 每 一 个 量子 态 对 应 于 档 空 间 中 者 积 为 2z 丰 的 -个 要 格 . 掖 

名 话说 , 相 宇 间 体 积 元 AZAz 中 所 上 必 的 态 煞 为 
由 帮 上 了 7 


2 下 


如 条 用 波 数 上 = 吕 直 代 共 动 量 ， 这 个 态 煞 可 写成 AgAz/27， 这 个 


‘48, 4) 





TT 他 些 情形 下 , 由 精 隐 本 室 评 方 与 得 到 的 能 组 畏 风 表 下 吾 5 避 六 作为 荐 子 数 的 
珊 数 1 当 mee 时 个 能 保持 其 形式 例 刘 库 台 疡 和 站 的 能 进 和 谐振 子 交 佣 级 , 对 了 于 这 些 请 
形 , 本 来 内 能 对 % 闪 区 值 迹 间 的 全 8. 2 成 ;能 名 辣 出 国 数 芋 in17 的 精确 表 式 . 
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式 子 ,下 如 我 们 持 孔 捧 的 慎 梓 ,与 波动 场 中 问 知 的 本 征 振动 豆 的 老 
式 完全 机 同 ( 册 《< 饭 论 > 52). 

从 最 子 化 珊 则 (48, 的 式 出 长， 可 以 阅 明 能 谱 中 能 级 分 布 揭 
般 特征 ， 令 AE 为 岗 个 相 侣 能 级 的 间隔 ， 即 曙 子 数 半 相差 为 1] 
两 个 能 级 的 能 记 太 由 于 AB 比 能 级 本 时 之 位 小 得 很 多 { 当 % 
大 I 故 按 48. 2) 式 可 写作 


AB 中 3 1 Ig Zh, 


中 臣 < -亲生 一 中 空 = 


但 9 有 /op 一 他 页 


亲 此 得 
A 一 5 = 让 09 (4d8. 5) 


由 此 可 克 两 个 相 名 化 雏 的 间距 等 于 吏 w， 对 一 些 租 邻 能 级 而 
首 (这 些 能 级 的 ?异世 和 凑 远 小 于 站 值 本 页)， 频 率 四 可 以近 所 地 看 
作 首 这 ， 因 此 我 们 得 出 记 样 的 结论 ， 在 能 谱 准 经 由 部 分 的 全 一 小 
段 内 , 佣 级 起 等 拒 分 布 的 ,于 间 中 为 5， 这 个 结论 是 可 以 预料 的 ， 
因为 在 谁 经 温 昼 形 下 ， 不 同 能 皆 间 的 牙 迁 频率 应 该 起 经典 频 淮 所 
的 整数 倍 . 

仔 - 物理量 了 的 拓 阵 元 在 经 典 力 学 极限 情形 下 恋 成 什么 ， 这 
个 门 题 值得 研究 ， 为 此 我 们 队 下 到 事实 出 发 ， 企 一 量子 态 中 前 平 
均值 子 在 报 限 情形 下 应 该 变 成 读 量 的 经 典 值 ， 只 要 该 态 本 身 在 这 
ee 能 名 给 出 粒子 沿 一 定 轨 道 的 运动 。 和 这 种 状态 机 对 
应 的 波 包 二 出 能 基 相 近 的 一 组 十 态 蕉 合 而 成 的 ( 册 $ 人 0)， 这 种 坊 
的 家 天 人、 形式: 


到 一 全 To 
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其 中 的 四 系数， 只 有 在 量子 数 交 的 数值 介 于 革 一 An 区 间 内 并 日 
TI 人 An<a 的 时 候 , 才 最 著 地 不 等 于 零 ;x 的 数值 假定 为 很 大 ， 国 为 
定 态 是 准 经 典 的 ， 按 了 的 平均 值 定 义 有 


pepae 55arfe ee 


对 ,1 的 求 和 可 用 对 % 与 8 二 宙 一 1 的 求 和 来 代 藤 ; 
f= a 1 


按 (48. 5) 式 , 我 们 已 令 上 起 中 的 mn 80. 

用 准 经 典 波 函 数 算 出 的 户 , 什 隆 元 ， 其 数值 随 mr 一 n 的 增 尖 
而 唱 诚 , 同时 它 辽 是 量子 数 # 的 一 个 缓 奕 明 数 ( 当 吉 一 8 给 定语 ). 
全 此 我 们 可 以 这 似 地 写作 


= Satafeee" = Tos)’ Dfee", 
于 | 至 


其 中 引进 了 下 列 记号 : 
f, 后 Fs 
克 为 量子 数 % 在 An 区间 内 的 某 一 平均 值 . 但 是 之 ,| | 二 天 故 


p= Bf 


所 得 的 求 和 式 哇 通 当 的 健 里 时 级 数 形式 ， 由 于 开 在 朴 限 情形 下 应 
与 经 典 量 匠人 完全 一 致 , 我 们 训 得 到 这 样 的 结论 ， 在 极限 情形 下 ， 
短 降 元 fwr 变 成 经典 销 数 入 门 的 个 里 叶 展 式 中 的 jf-,， 分量 

辣 理 ， 连 续 谱 状态 间 的 跃迁 矩阵 元 变 成 信 门 的 傅 里 叶 积 分 式 
中 的 展 上 于 式 分 量 ， 注 时 定 态 波 函 数 应 按 能 靶 除 以 疤 的 5 函数 归 一 
化 . 

以 上 所 还 的 所 有 结果 , 可 以 直接 推广 到 多 自由 度 的 系统 中 去 ， 
这 个 系统 作 营 有 限 运动 , 并 在 (经典 ) 力学 中 能 用 哈密 顿 - 雅 可 侍 方 
- 210 ， 


兴 完 全 分 离 丰 灾 夺 (所 谓 秦 件 周 期 运动 见 < 力 学 ?， 52)， 变 景 分 
离 以 后 , 每 一 个 自由 度 归 结 寸 一 个 一 维 运 万 , 其 相应 的 量子 北 规则 
呈 下 列 形 式 : 


Ppsdg =2h Cat ri), (48.6) 


其 中 的 积分 是 取 广 浆 举 标 生 的 履 个 灾 化 周期 ,>, 基数 量 级 为 1 的 
一 个 数 , 其 信和 依赖 于 所 给 自由 座 的 边界 条 件 的 折 质 也 . 

在 任意 多 绯 运 动 ( 碌 是 条 件 周 期 运动 ) 的 一 般 情 形 下 ， 准 经 暴 
量子 化 条 件 的 表述 要 作 更 深远 前 葵 虑 仿 ， 查 是 相 空 闸 中 的 “ 相 格 ” 
概念 仍然 适用 (在 淮 经 典 近 似 下 )， 根 据 它 与 给 定 空间 体 和 元 中 的 
波动 场 本 征 振动 数 的 前 述 关 系 ， 这 一 点 是 很 明 昂 的 ， 相 一般 博 彤 
下 , 具有 s 个 自 en 


"AYAPDi AP, 


ry (4d8. 7) 


AN = 全 
个 量子 态 吨 . 


例 证 
1 一 个 粒子 运动 于 满足 准 经 典 条 件 的 ( 韭 连 力 ) 势 场 U (Tr) 中 , 求 其 分 立 


能 级 的 总 数 i 开 位 值 ). 
解 ， 动 量 值 在 0 拓 了 和 Bar 之 问 粒子 位 置 在 肝 忆 内 的 一 个 相 空 间 体积 


喇 例如 . 封 辆 力 场 中 的 运动 而 间 , 找 们 有 
中 mar=2mif ar 工 二 小 中 pea0 = 2 (1mt+), 
中 pndg = 2 。 

其 中 的 证 = -一 1 为 径 成 子 数 ， 最 后 一 个 等 式 说 明 pw 为 前 动 昌 的 = 分 量 , 即 等 于 
趣 H ， 

{全 J.B, Keller, Arnnais of Phystes 4,180,1958. 

加 特 草 是 对 一 个 牧 子 , 83p1 7A)? 玻 眉 淮 信 付 标 袜 间 体积 中 动量 奸 介 丁 5 内 
的 状态 数 ， 这 解释 了 平 而 波 1]15.90 的 两 种 归 一 化 方 靶 的 一 莪 性 , 见 支 式 的 附 往 . 
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元 中 * 所 局 "的 志 数 竺 于 
Fp 
{2 “ 
下 I .一 一 ri 一 r 1 -~ - "FEF! 一 上 平 村 ris 1 
当 工 统 定 午 , 米子 作 纪 典 运动 ; 所 能 其 有 的 动 基 湾 足 条 件 巨 = 二 十 


PIT < 人 把 Dm = Dm 2m 本 Cr) 人 上 不， 得分 广 六 的 和 状态 盐 数 六 
A m2 


Ea 


式 中 对 如 0 萄 空间 区 需 进 行 种 分， 元 果 互 在 无 穹 迹 处 按 1- 的 规律 八 减 而 
?2 按 18 的 站 来 , 这 个 积分 是 发 受 的 (总 态 数 为 无 容 )， 

#2， 同上 题 , 广 在 谁 玛 上 息 转 力 刀 (7) 中 BB. 并 [lorponcrgii). 

解 ， 出 于 续 力 咸 由 的 施 级 对 角 动 量 方 向 而 吉 是 菌 并 的 , 态 数 不 等 于 能 级 


烙 ， 对 绽 定 的 币 动 区 值班 而 埋 , 显然 , 其 态 孝 等 于 在 的 场 BF 交 一世 (7] 十 L 


中 和 作 -- 准 运 动 的 (无 抽 并 1 能 级 获 . 当 了 斤 定 于 能 区 BEDO 时 ， 动 昌 p; 的 最 二 
可 能 慎 为 pmax 一 vi 一 全 gw 惑 态 数 ( 即 能 级 数 ) 党 于 


-Grdp: _ WV 2im NM? 
2 让 -兰芝 |V - -5- 37 
灶 如 时: 坟 求 积分 (和 代 千 淮 经 典 销 形 中 对 ? 求 和 ), 即 得 座 求 的 分 羡 谱 能 辣 


总 数 , 它 它 等 二 


Lyssadb, 








| rdr. 


§ 委 ， 篇 力 场 中 的 准 经 典 运动 


我 们 知道 , 转 力 场 运动 中 的 粒子 波 函 数 可 以 分 为 角 剖 和 径 部 . 
我 们 先 汰 虚 前 者 

骨 部 波 消 数 和 ww 角 的 关系 (由 量子 数 i; 所 确定 ) 很 简单 ， 不 发 
生 寻 求 近 似 表 式 的 河 巅 .， 译 于 和 极 骨 8 的 关系 , 按照 一 般 规则 , 妆 
量子 数 1 很 大 时 议 变 成 谁 经 内 关系 ( 它 的 答 件 以 后 将 哆 精确 地 

我 们 在 这 里 只 准备 推导 磋 量 了 数 等 于 零 (m=0) 时 的 角 国 数 
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淮 经 典 表 式 [在 应 用 中 藤 生 要} 了 0， 这 个 角 学 略 数 和 转让 德 凶 项 式 
PCcos 和 [和光 (C28. 成] 内装 一 个 常 因子, 满 是 下 列 币 分 方程 


QP, dd + eot BAP A tT P=0. (49. 1) 

作 霸 换 
P{ecost) :XO singd, (49. 2) 

可 化 成 
.| 区 : 3) + yese’ | 0. {49. 3) 


这 个 蕊 不 含 一 座 微 高 . 并 和 :一 维 苹 定 证 方程 由 有 相同 的 形式 . 
《19. 3 起 中 ,相应 的 德 布 罗 意 波长 为 
1 
4=-25| (1 一 去 ) 十 二 cosec? 9 
导数 研 褒 ) /ae 必须 很 小 [条件 (48. 6)1， 这 一 要 求 给 出 下 列 不 
dE], fr 一 的 站 ]， {49. 41 
这 就 足 莆 部 亚 餐 数 为 天 经 由 的 条 件 ， 妆 工 很 大 时 ， 这 些 条 件 对 阿 
有 的 各 倩 差 不 区 都 能 满足 , 具有 分 接近 于 站 或 寺 的 六 俩 除外 . 
当 上 9. 生 式 的 条 禁 : 和 兹 下 时 ， (49. 3) 式 万 括 号 中 了 的 第 二 项 与 第 
一 项 桂 比 可 以 略 支 : 
xX" + 人 十 二) xX =0. 
过 个 方程 人 的 和解 为 
X= ind P(eod) -= 4sin [€ + 二 oel (49. 5} 


人 TT 在 = 的 相反 博 形 下 ， 将 村 应 于 位 村 尖 道 平面 4 = 二 内 的 经 典 扫 道 过 动 ， 这 
避 轨 为 形 Teos 的 = 党 散 和 基 5in， 芭 下 一 ca 甩 ， 这 个 是 获 5 因而 有 1 六 3 车 所 至 的 总 六 
or 值 而 训 孝 总 二 符 。 
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式 中 的 4 和 是 常数 . 
当前 度 8 和 妥 1 时, (49. 了 D 式 中 可 邻 cot8 守 319; 同时 把 i 一 1) 


ns .TIN 。，- 
近似 写 虑 (1 二 于 ) ,得 下 列 方程 : 
dP, ,1 aP, fr, TN 
强 二 级-( 革 na 
它 且 有 零 阶 贝 束 乐 阴 数 之 解 : 
Pileost) — Tal (Lt) | (9&1) (49. 6) 


其 中 的 常 因子 已 令 等 于 1， 因 为 上 =0 时 必须 有 已 王 1， 吕 的 近似 
表 式 (49. 的 对 有 入 1 的 所 有 角度 部 是 成 立 的 ， 例 如 , 它 也 可 以 应 用 
到 111&9<&1 的 角度 范围 内 ,在 这 种 情形 下 , 它 和 (49.5) 臣 说 该 先 
全 一致 ， 国 为 (49, 5 起 对 吕 衬 1 产 的 所 有 上 都 让 成 评 的 ， 当 由 沪 1 
时 , 这 个 贝 塞 尔 卫 数 可 以 用 条 量 很 大 时 的 放 近 表 式 代替 , 我 们 得 


sin| (3 - 去 9 闻 + | 


DY ai Vo 
(系数 中 的 去 与 了 可 比 可 以 略 去 ) 与 (49.5) 式 比较 ， 我 们 发 现 


站 二 Dn), a 因此 我 们 最 后 得 到 以 下 的 Pifeos 的 形式 ， 
适用 于 准 经 典 情 形 心 : 


ral + Fj9- 二 | 


Pi(cosd) ~ 二 一 一 ng . (49. 7) 





由 此 得 归 一 化 的 球 弯 欧 数 了 ,o[ 和 参考 (28. 中 式 ];: 

二 福 登 2 人 十 1) 撞 成 让 十 42) 的 生 累 , 使 包 得 多 志江 证 ,在 自 蜀 戌 5 一 日 且 . 
多 区 一 外 (一 1 国 子 , 这 正 是 Pit eo 和 还 数 所 应 有 有 的 性 夺 ， 
" 了 学 。 


1 sin| (T+ 守 )9+ 广 7 | 
To 一 人 大 全 一 (49., &) 
现在 来 讨论 波 畏 数 般 径 齐 .在 8 给 中 已 经 讲 过 , XX (7) = rRCY) 


函数 满 是 的 方程 , 等 同 于 其 有 下 列 势 能 的 一 维基 定 渔 方程 : 
Ur) Ur) + DD 


因此 , 只 伙 拒 势能 理解 成 为 此 处 的 可 (7) 倒数 , 我 们 就 可 以 利用 前 
几 布 所 得 的 结果 . 

一 0 的 情形 最 简单 ， 商 心 能 等 于 零 ， 和 如 果 U(r) 满足 (46. 6) 
式 的 必要 条 件 , 径 部 波 函 数 将 在 整个 空间 成 为 准 经 典 的 , 由 于 一 
0 时 怪 须 用 二 0, 所 以 这 个 谁 经 上 典 国 数 光 (7) 志 (47, 介 式 ( 式 中 的 
t=) 甩 确 定 . 

如 二 0， 离 心 能 也 必须 满足 (46. 合式 的 条 件 ， 在 7 很 小 的 
区 域内 ， 访 处 的 离心 能 与 总 能 量具 有 相同 的 数量级 ， 波 长 4 一 
327 元 /Pp~ 了 fi， 则 条 件 (46.6) 给 出 1 党 1， 出 此 可 见 ， 如 果 {不 大 ， 
淮 经 卜 条 件 让 7? 很 小 的 区 虞 内 被 离心 能 所 破坏 ,容易 证 明 ， 如 索 


把 势能 Pr) 中 的 系数 51) 改 成 (24) : 


gz 人 ' - 动 ， (49. 9) 


UT) =U?) + 元 = 


再 按 一 维 运动 的 公式 计算 之 ， 可 得 谁 经 典 波 阴 数 X(7) 的 正确 同 
相 伍 中 . 

次 经 典 近 似 对 库伦 场 忆 = 士 zf7 是 否 适 用 的 问题 向 作 特 萄 考 
虑 ， 在 整个 运动 区 域内 最 重要 的 部 分 相当 于 IU]~~18| 亦 即 趾 高 





蔬 榈 如 在 牢 用 返 动 (=3) 的 基 简 单 情形 下 , 求 用 (8.9 起 的 Eo 当 7 很 大 时 ， 
根据 :48,1) 式 算出 的 该 硝 数 周 由 的 矿 和 #33.1202 臣 的 周 相 相 阿 ， 
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r~a!1B; 的 区 域 ， 这 个 区 域内 的 准 经 典 运动 条 件 ， 费 求 波长 4~ 
2 让， 2781B| 远 小 十 诸 区 域 的 线 庶 a IE|, 由 此 得 





| 妥 | < (49. 10) 


这 ” 
即 能 昌 绝 对 和 介 必须 远 小 于 第 一 琉 休 打道 二 的 粒子 能 贡 仁 . (49. 10) 
式 也 可 写成 下 列 形 式 : 


ji>1, (49. 11) 


北 中 的 sz~~vVB|im 为 粒子 速度 ， 应 该 注意 ， 这 个 条 件 与 库伦 场 
的 徽 绾 论 庆 用 条 侍 (45.7) 式 相反 . 

至 于 7 很 小 的 区 域 U(r) | 兴国 ， 对 库伦 斥 力 场 而 言 次 不 但 
得 注意 , 因为 上 > 再 时 , 进 经 典 波 图 数 是 指数 式 导 减 的 。 可 是 在 一 
引力 场 中 , 当 7 很 小 时 ,粒子 有 可 能 穿 入 Cl 瀛 1 到 | 的 区 域内 , 这 就 
产生 了 准 经 典 近 似 的 适用 界限 问题 ， 应 用 一 般 条 件 (46,7)， 令 其 
中 的 

P= jr pV 2m Ye. 
结果 发 现 , 淮 经 典 近 似 的 适用 区 域 局 限于 下 列 有 距离: 
fA 《49. 12) 
也 就 是 远大 填 第 一 破 尔 轨道 “半径 "的 中 离 . 
全 题 


如 果 * 一 0 时 , 势 场 按 廿 afr*(s>2) 的 方式 趋向 无 穷 ， 求 波 函 数 在 原点 
峙 近 的 行为 ， 
解 ， 当 ?足够 小 时 ,波长 为 








-4 订 2 
~ 


了 本 * 


可 见 岂 满足 座 经 典 策 人 御 ， 在 引 为 场 市 ,Tr 习 0 让 UT3 一 29， 于 时 原点 附近 移 区 
域 为 经 典 通 区 , 征 向 滤 国 数 X~1jv 六, 歼 


Pr 


在 斥 力 场 中 ，?7 很 小 的 区 上 城 为 经 典 厅 区 ， 此 时 波 亢 数 当 7 一 0 时 指数 式 
地 趋 于 零 . 覆 去 招数 转 数 的 系数 . 我 们 有 





] | nr 
sexp( -去 | | Por 





网 2V 2ma -4(-1) 
) 世 " cp -2 | 


$ 50.， 势 涓 的 员 穿 

我 们 来 考 虚 一 个 粒 对 在 图 13 所 示 的 场 中 适 动 ,此 场 的 特点 是 
存 福 疾 一 个 势 垄 , 亦 缉 行 在 着 势能 U(z) 超 过 粒子 总 能 量 下 的 … 个 
区 域 ， 经 暴力 学 中 , 厅 仍 对 粒子 讲 米 是 “不 可 穿 透 "的 ; 但 是 在 量子 
力学 四 .一 个 粒子 可 以 “ 容 过 势 台 ?其 几率 不 等 于 零 .由 这 个 现象 
也 称 为 隧道 效应 ， 如 果 势 场 5 fo) 满足 准 经 内 条 件 , 该 势 怠 的 透射 
系数 可 以 表 成 “ 般 上 形 式 ， 形 要 指出 的 是 ， 叭 经 典 条 件 会 得 出 势 又 
必须 是 很 “ 寅 ”的 结论 , 因此 准 经 烘 情 形 下 的 透射 系数 是 很 小 的 。 


U {xy 





汶 了 不 中 断后 面 的 计算 ， 我 们 先 米 求解 下 烈 问题 假定 在 四 
点 吕 = 二 #8 大仙 (该 幅 的 C3) 二 的 谁 经 典 波 国 数 呈 以 下 的 行 波 
撒 式 : 


0 这 类 例子 已 见于 2, 二 2 
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节 - soxp EF | 3 ia|. 《50. 1) 
我 们 来 求 %<2 区 域内 这 个 坊 的 波 国 数 . 记 可 和 和 847 中 的 步骤 一 
样 , 采用 复 变 量 4 的 平面 ， 会 

EU = Fntr—b), Food, 
可 把 (50. 1) 式 写 

(ay 1 
风 Comp) C67 

" XD | | vr— bdz- ait 

了 上 半 平 面 的 下 列 半 圆 日 布 至 左 地 通过 : 


xr—b=pe', i| Maar 
由 
一 了 2 ein Ticos -六 $ ) 


辐 相 囊 人 只 0 实 到 地 () 录 数 的 模 人 先是 壳 减 ,随后 增 大 ， 到 述 半 
四 末 疾 的 国 数 傣 为 


LT AAA 2 本 0 【站 一 Bet 
我 们 就 得 到 下 列 对 应 规则 中: 
Tb 时 Texp 1 天 | aa 


中 沿 下 半 平 而 自 右 向 直通 过时， tx) 汞 数 的 机 党 增 上 后 减 ， 针 于 左 实 轴 上 (一 
一 下 } 恋 成 一 个 指数 蕊 小 量 ， 把 省 嫩 终 加 到 (50.2) 指数 式 大 的 项 上 将 是 下 合理 的 ， 在 
妆 ( 为 指数 式 到 的 区 域内 ， 由 于 准 经 典 近 似 的 不 征 月 性 ， 全 丢掉 指数 成 小 用 修 止 玉 ， 
而 这 个 修正 项 妆 和 一 一 下 半 且 能 变 威 指 狐 尼 天 着 , 因而 后 者 也 就 全 讽 吾 掉 ， 
- 278 。 





1 出 | 
一 TX 二 Bb 了 时 TT 全 exp 法 | sz (50. 2) 


榨 须 强 调 , 此 式 珊 先 假定 了 经 典 通 区 内 波 师 数 的 特殊 形状 (向 和 有 运 
型 的 行 波 ), 应 用 峙 只 能 从 通 区 .过滤 到 禁区 ， 
现在 来 计算 穿 过 势 垒 的 透射 系数 ， 设 粒子 自 工 区 由 左 向 右 身 
装 执 人 垄 。 则 在 势 仍 后 面 的 页 区 内 , 只 能 有 穿 过 势 苟 向 右 运动 的 波 ， 
此 区 内 的 波 函 数 可 写成 
甸 == Yep (| se 二 谨 ) 《50. 3) 


式 中 的 5 信人 是 粒子 速度. 五 古渡 蜜 弃 ， 诺 用 规则 (50. 2), 可 办 
求 出 势能 内 关于 区 的 波 鸭 者 : 
二 | zzz) 


Fm 
Db D oxp (于 || | | sar|- 二 | pir| }. (50. 4) 
最 打 , 应 用 规则 447. 后 ,可 得 势 鸡 前 面世 的 波 饼 数 : 


Iv] 
了 一 a exp( | et 人 ) 


如 时 我 们 令 








D=exp{( 一 过 | plez) (50. 5) 





第 一 项 代表 射 间 势 优 的 波 (7 坟 一品 时 变 成 平面 波 风 = eaxoz9， 第 
ae 了 了 中 


一 天 代表 反射 泪 ， 所 选 的 归 一 化 已 使 人 射 证 此 丰 利 位 流 密 应 ， 同 
此 透射 玻 的 流 密 度 刀 就 等 于 所 求 的 劳 又 更 射 系 散 ， 注 蔓 此 会 式 只 
当 指 数 窒 很 大 因而 DD 本 身 很 小 时 才能 适用 , 史 

前 而 已 经 假定 了 场 ULw)》 在 整个 势 公 费力 内 满 是 淮 经典 条 件 
(只 有 在 回 点 的 邻 区 除外 ). 得 在 实际 上 我 们 芝 常 遇 到 这 样 的 势 侣 ， 
它 的 势能 曲线 在 一 侧 降 落得 极 快 ， 企 得 座 经 典 近 俱 无 法 应 用 .在 
这 种 情况 下 ,50. 5) 式 歹 中 的 指数 因子 仍 保 持 不 变 , 但 其 前 面 的 系 
煞 [在 (50. 后 式 中 等 于 十 有 所 不 同 ， 要 算出 这 个 系数 ， 我 们 必须 
算 田 非 淮 经 典 区 内 的 精确 波 范 数 ， 并 据 此 定 出 势 合 内 训 的 淮 经 由 


鲁 是 


1， 求 图 14 所 示 的 势 允 的 透射 系 教 : 7 二 9 时 Ui) =0, x Ur = 
三 U0 一 Px; 只 带 算 则 指数 因子 ， 
和 解 ， 苘 外 计算 后 给 出 下 列 结果 ; 





D~exp| ~ cv,— By | 
2。， 求 -- 粒 于 (人 角 动 导 符 十 零 } 记 出 … 球 对 称 势 隆 的 几率 , 访 势 此 当 r 近 ru 
Ur try 
ro Fr 
-Li 
居 14 图 15 


吕 也 为 指数 式 小 最 ,这 与 1 区 内 入 射 让 有 和 反射 小 的 振 申 相符 这 个 事实 有 关 ， 两 
者 之 间 指 数 式 小 舶 差别 在 淮 经 典 近 似 中 被 丢掉 ， 
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时 = Uo, rr HV) = 地 (E15). 中 


解 ， 蒜 对 称 问题 可 以 归结 为 一 维 问题 因此 以 前 所 得 移 公 式 可 以 直接 话 


用 . 我们 有 
oem -#1 V 2m( 所 一 J 


算出 此 积分 , 最 后 即 


wezp| -各 Woos VE VE 


在 和 一 0 的 极限 情形 下 , 此 式 变 成 





wexp1 一 肌 Y = p -学 

过 个 公式 , 当 指 数 寅 笛 大 即 人 /2 浆 肝 可 直送 用 ， 交 全 条 人 证 和 库伦 场 中 的 崔 
经 典 运 黄 条 证 (49.11) 式 一 到 . 

3， 设 Ct 由 十 个 对 禾 的 势 阱 (图 15 中 的 I 工 和 来 -一 个 势 区 所 顷 咸 ,如 
果 读 势 垒 对 粒子 币 可 穿 透 ， 则 共 能 级 对 两 个 势 了 相亲， 相当 十 粒子 在 其 中 一 
个 势 腓 中 运动 叶 所 具 许 的 那些 能 级 ， 执 仍 的 丰富 蛮 这 一 事实 ,个 得 岂 直 启 起 
个 前 级 分 裂 成 两 个 术 邻 龙 锻 , 对 应 十 粒子 轩 时 在 琴 个 笋 了 主 中 运动 寺 胸 鸯 种 不 
司 状 坊 ， 试 求 分 裂 宽 座 [ 个 定 势 场 站 (0 息 淮 冯 典 的 ]. 





和 解 ， 上 蜡 沁 穿 过 殷 全 的 几 玲 ， 如 ti 场 中 的 藤 定 党 方程 的 进 似 和 解 可 以 采 旧 

稚 经 典 玻 质数 六 cfo， 这 个 泪 灌 数 摘 述 在 一 个 梦 阱 中 1 芝 和 基隆 工 网 某 个 能 

全 计 个 问题 首先 由 司 . 二 区 让 WE19283T 计 由 及 ,而 全 Incy 和 EE. .个 on 和 on 
【1939) 在 甘于 故 射 性 a 癌变 的 理论 必 讨论 渤 ， 
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量 如 运动 的 税 子 , 它 在 该 际 两 出 指数 长 衰 碱 ; 加 (限定 是 这 璋 归 化 的 ,全 
得 吕 对 阶 工 的 积分 等 手工 计 入 小 的 透射 儿 闵 以 后 , 能 级 Bo 分 裂 成 及 和 FF。 
两 能 级 ， 对 应 于 这 两 个 能 级 的 正确 零 级 近似 波 了 两 数 ， 是 贡 ( 们 和 加 (一 全 的 
对 各 和 反对 称 组 会; 

pr) =) (8) + ol — 2)1, Ha(om) = 二) 一 (一 可] 

【11 

如一) 相 比 小 蕉 可 暗 ; 了 工 中 则 反之 , 梳 节 入, (一) 
处 处 都 小 下 可 隐 ，(1) 式 中 的 两 个 畏 数 可 这 样 思 一 化 ， 第 它们 的 半 方 值 对 里 
I 加 耻 1 积分 所 都 等 于 

苹 宦 这 方程 洱 

山寺 人 (86 一 加 二 扣 则 十 2 加 (EB, 一 丰 办 =0 


第 - 武 汪 办 第 二 式 肝 加 后 ,两 式 相 减 ,然后 对 94 从 0 到 30 积分 ， 记 得 x=n 
时 ， P= 全 协 0 和 名 | = 人 0, 以 防 


1 i 1 二 人 
| obidr 7 side= 1/ VT, 
我 们 往 
FB,— EF,= —T (0) pi0), 
同 理 ; 我 人 点 现 本 一 五 上 其 有 相同 的 天 式 ,但 葡 一 特 导 ,页 


有 


而 2 
Es— B= a (0 Wel0). 





根据 (47, 式 , 访 (8. 3 起 中 个 系数 ,我 们 帮 





A 


in. ， 
$10) = exp| ~x hnlas | WO = yo0), 
其 中 前 80 = 2{Uo-. Enim。， 故 
丙 1 re 
Bs B= exp| 一 于 | , lplaz | 
站 旺 对 应 和 能 屏 本 芍 门 点 ,见于 15. 
4， 粒 子 崇 过 一. 摧 物 势 垒 如 (o = 一 2 7, 坛 示 透射 系数 也 的 精确 值 ( 淄 
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定 刀 不 是 往 洲 )，(E.C. Kemble 193573 对 . 
和 解 ， 不 管 吝 和 十 的 烽 健 如 何 , 人 目 是 各 大 的 ,z| 距 离 姓 运动 是 淮 绎 上 典 的 , 访 


处 肌 
1 .az 9 
六 2m( B+ kr zw Et EV 了 
斋 定 汝 上 方程 之 稻 的 渐 近 式 为 


= 常数 Xe Et 
其 由 引用 了 下 列 记号 : 


加 ti | ， Py 
gem ) ,eBDVYY, 


我 们 只 对 这 樟 的 解 感 共 趣 ， 当 3 一 十 co 时 此 解 以 合 壬 左 向 右 运动 { 巳 经 
越过 势 又 ) 的 波 ， 我们 令 





5 一 co 时， 入 一 Bet/281 人 GD 


zr 一 0 时 ， ei ( 一 交 下 (2) 
(2) 式 中 的 第 一 项 代表 入 射 波 , 笋 二 项 为 反射 波 ( 波 的 行进 方向 是 它 的 周 相 绪 
吉方 向 )。 半 和 五 之 问 的 关系 可 以 从 以 下 的 事实 出 发 求 出 ， 印 闻 的 渐 近 表 式 
在 点 复 变 量 平 面 上 的 是 够 还 的 更 个 区 上 戌 内 都 达成 立 的 . 现在 来 考究 国 数 (1 
i 二 下 半 半生 肉羊 答 Pp 很 大 的 一 个 华 回 同上 的 变 收 . 
去 一 Pe, dE 站 让 — sn2g tt icos208g). 
外 从 0D 变 到 绕 此 于 加 的 结果 , 国 数 1) 挛 成 (2) 中 的 第 二 项 , 共和 系数 
4 一再 (eir) 1 一 一下. 《3 1 
在 路 榨 的 (到 < 二 攻 < j 肛 内 , 模 1e99| 是 指数 式 天 量 , 此 时 (2? 中 第 一 项 的 指 
数 忒 小 贡 被 捷 掉 呈 . 
按 43)7 中 人 射 波 所 和 远 的 晤 “化 , 粒子 数字 恒 条 件 为 
[14l:+1iBi:=1, {4&2 


D 此 是 之 解 电 可 诺 用 到 任 一 势 角 U(x) 顶点 附近 的 透射 , 只 要 5 (zx) 在 极 大 值 队 
近 依 顿 卫 衬 能 平 贞 ， 

驴 ” 通 过 下 于 素面 霄 4 是 不 怡 当 的 ， 因 为 在 与 终端 7 器 点 处 的 划 值 自 531 世 络 出 - 
帮 肛 的 路 放 (上 efi 项 与 cis3s 项 权 比 中 一 个 指数 趟 小 其 . 


“2 


由 t33 条 1 得 到 所 求 的 透射 系数 
P= BI?=171+e Yr"), 
此 式 对 任何 吾 都 成 立 , 如 华能 量 的 绝对 值 很 天 并 且 吓 前 的 ， 则 得 De 
与 (150.5 式 一 数 ， 对 百 一 0 让 
R=1—D=1 1+ter™s) 
是 持 玖 之 上 的 反射 系数 ， 


§51， 淮 经 典 知 阵 元 的 计算 
要 直接 计算 任 - -物理 量子 对 准 经 败 波 函数 而 言 的 惩 阵 元 ， 存 
在 着 很 大 的 围 难 ， 我 们 恨 定 ， 所 求 扬 陈 泡 中 的 那 丙 个 跃迁 态 的 东 
基 值 并 不 上 分 秆 近 ， 便 得 该 窍 阵 拒 不 能 化 成 了 的 全 里 时 分 熏 
(&48)7， 困 难 的 产生 ， 在 干 这 样 的 小 级 数 都 星 指 数 形 式 ( 指 数 需 嫂 
一 个 很 大 的 虚 量 )， 被 和 图 数 呈 更 地 弄 榴 振 纺 ， 
我 们 米 萎 处 一 维 的 稍 形 iL 在 势 场 (zw) 再 运 动 j, 为 简单 计 ， 假 
定 读物 理 基 的 算 符 不 过 臣 一 个 毕 
标 图 数 J 人 Cx)， 设 妆 和 办; 为 对 应 
于 粒 季 能 量 值 世 和 吾 s 【县 一 
吾 ,, 图 17) 的 丙 个 波 国 圣 ; 我 们 假 
要 计算 下 列 积分 ; 


fa=)| waar (51.1) 四 





按 (47. 外 ,让 加 碟 区 二 B61 的 两 侧 区 域 , 但 不 在 点 的 紧邻 区 域 
内 ,1 流明 数 呈 下 剂 撒 式 : 











{7 | if 
沁 广 |， 及 1 一 2 exp | 人 | DiNT | 
~ | | (51. 2) 
人 GT 1 一 CO, (二 | p1 GY 一 一 ) 
I PH] 一 I pi 姜 性 瑟 让 | | 4 Tp 


对 囊 也 有 国 样 的 式 半 CP 标 二 下 成 2). 
224 + 


可 证， 其 示 把 波 蚊 数 的 这 些 浙 近 式 代 人 (51. 1) 式 定 进 行 积分 
计算 , 于 不 能 得 到 正确 的 结果 ， 我 们 和 将 在 于 而 看 到 , 原因 在 丁 这 个 
积分 十 一 个 指数 式 的 小 野 ， 而 被 积 函 数 本 身 规 开 不 很 小 ， 国 此 被 
相 明 数 只 要 相对 地 作出 很 小 的 改变 ， 它 的 积分 值 一 般 讲 来 万 会 
数量 级 的 变化 ， 这 种 困 准 可 以 用 以 下 的 方法 加 成 避 人 免 . 

我 们 把 妆 ; 请 数 表 成 部， 和， 也 就 是 把 余弦 多数 《在 
> 的 区 域内 ) 表 成 两 个 指数 式 之 和 ， 按 照 (50. 妨 式 , 我 们 有 有 


《51, 3) 





CO, [2 ir 
+ 一 32 二 ; 
和 < = 2 Tp | eAP| 矶 Pa 7 





人 ~ 2 
Tt PE 5 eX .oe 
” 2 Ha 臣 


号 男 数 是 好 的 其 久 人 复 两 数 [85 一 (8) 
积分 式 《51, 1) 也 被 分 为 两 个 复 共 辑 积分 之 和 六 := 六 十: 
这 是 我 们 想 要 计算 的 ， 首 先 , 我 们 注意 到 下 列 积分 是 收敛 的 : 


fj 一 | Hf WEA, 


实际 上 ， 尽 管 时 国 数 在 gx<aa 区 域内 指数 式 地 增长 ， 公 是 六 图 
数 在 ww 过 al 区 二 内 按 指 数 形式 更 快 地 趋 于 零 ( 由 于 在 x 二 4s 区 域内 
到 外 都 有 | 1 > | p21). 

我 们 把 举 棱 x 看 作 一 个 复 变 时 ， 并 把 积分 踏 线 从 实 轴 位 移 到 
上 上 半 玫 而 ， 当 多 出 一 个 正 的 碟 增 量 时 ，y1 阅 数 (站 2>ql 区 域 
内? 中 轴 现 一 个 递增 项 , 但 是 好 状 数 急 竟 减 得 更 快 ， 因 为 在 >a 
区 域内 至 处 部 有 ze 一 加 ， 结 有 使 哉 各国 数 发 沽 . 

位 移 后 的 积分 路 线 不 再 通过 实 轴 上 的 yz=e ez 两 上 成， 这 两 点 
办 过 淮 经 典 近 似 不 能 适用 ， 因 此 在 整个 和 分 路 线 上 ， 我 们 可 以 这 
用 区 和 如 函数 存 上 半 平 面 中 的 渐 近 式 , 这 些 表 式 是 

Pl 


rt 
a0 me (| V3mntU Ede) 
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有 0 Ee exP( -二 | /5 而 二 而] 
51. 4) 
其 中 的 根 号 是 这 样 选取 的 ， 便 得 rarpoa 时 它们 在 实 轨 上 取 正 
性 ， 
在 下 剂 积分 式 中 : 
COCs 


ji = A Dm 


| exp( 寺 | ~ om — Eads 
-| VT Ed)x re ym 
51.5) 

我 们 希望 改 空 积 分 路 线 ， 使 得 指数 因子 尽 可 能 地 请 减 ， 上 下 式 中 的 
指数 曙 只 在 UCx)= ce 的 点 具有 一 个 极 位 ( 国 为 及 地 Bi 和 灶 ， 指 数 

车 对 之 的 微 商 在 共 它 点 部 不 等 于 零 )， 国 此 积分 路 线 改 变 到 上 半 
平面 内 前 哗 一 限制 是， 该 路 线 必 须 纱 过 ECz) 函数 的 奇 点 ; 按照 
线性 微分 方 租 的 一 般 理 论 ， 这 些 寺 点 
也 就 是 区 2) 波 图 数 的 奇 氮 . 积分 路 线 
的 且 体 选择 依 刘 于 U(xw) 场 的 实际 形 
状 ， 如 时 有 to 图 数 人 在 上 半 和 平面 只 有 
和 一 2 的 一 个 奇 点 ， 那 来 该 积分 可 了 
图 18 所 示 的 那 种 路 线 进 行 ， 这 个 癌 
点 的 分 域 华 读 各 分 中 当 有 重要 地 和 位 ， 一 -一 一 一 
使 得 欲求 的 矩阵 元 六 *=2RePis 实际 图 18 
上 和 下 列 指 数 备 很 消 的 表 式 成 正比 : 


fiz~exp( 一 天 Im 上 v2m(B— UY 


-vi mi Ud |) (51. 6) 


二 由 下 而 和 


{J[. A. Jannay 1932). 

这 两 个 积分 式 的 积分 下 限 可 取经 浊 通 区 中 的 任意 点 ; 很 罗 显 ， 
积分 式 的 卉 部 不 依 整 丁 这 两 个 点 的 上 体 选 反方 式 . 如 果 Ce 力 
数 在 .二 北平 而 有 有 好 几 个 青 点 ， 则 (51.6) 式 中 应 读 取 这 样 移 zc 
所 ,使 得 式 中 太 指 数 竹 具有 琉 小 的 弧 对 位 沁 . 

用 同 - 方法， 可 计算 辕 力 场 运动 中 的 崔 经 由 第 阵 元 . 但 直 
下 现 在 此 须 旭 解 成 为 布 效 切 能 (势能 与 离心 能 志和 )， 对 ! 全 不 
辣 的 态 画 齐 ， 右 效 势 能 起 不同 的 ， 为 了 人 在 以 后 的 问题 中 进步 应 
出 这 个 方法 起 见 ， 我 们 把 注 个 不 同 坊 中 的 有 效 菇 能 写成 Utr7) 和 
Pr 的 能 形式 ,此 有 时 34. 5 证 积 国 数 中 的 指数 大 不 所 在 Cr) 
或 PaK7 等 二 励 荔 大 之 筷 县 在 极 值 ,并 下 还 年 注 下 下 询 方 征 必 局 具 
和 被 伍 : 

U(r) 一 已 If 一 五 > 一 吾 1. (51, 7) 
国 此 在 以 下 公式 内 


Tire  _ 
fis~exp( ~ lm | | vom(E, —U.) dr 
L 


-| Vm oar|) C51. 8) 
ro 的 可 能 值 中 不 内包 括 如 (人 7) 和 如 :47) 的 各 个 奇 成 ， 并 且 还 包括 
C51. 7 式 的 各 个 根 . 


连 力 场 情 形 还 有 -个 不 同 之 处 ,在 (51. 41) 式 中 它 对 47 的 积分 
是 从 0 (不 中 从 一 co) 到 ce 的 : 


f12= | XfX od. 


全 ”在 (54.5)] 和 (51.6) 冯 的 推导 !。， 我们 把 波 静 数 才 成 了 它们 的 渐 近 式 . 由 于 采 

用 了 图 18 所 示 的 积分 路 级 ， 这 个 各 分 式 的 数 站 级 就 决定 于 容 研 函数 的 数 基 狼 : 办 此 
被 各 函数 的 很 小 改变 对 积分 值 不 会 在 很 天 影响 ， 
各， 我们 已 经 休 定 了 Jz 本身 让 没 从 奇 点 . 

。227 ， 


这 里 有 两 种 悄 襄 必须 区 别 ， 如 此 恋 积 图 数 是 了 的 咒 图 数 ， 导 本 这 
个 积分 式 可 以 在 形式 上 延 促 到 从 -到 .9 的 整个 区 辐 ， 从 而 
和 以 前 的 情形 训 无 区 别 ， 如 果 ECr) 和 Cslr) 者 是 7 的 个 函数 
LE 一 门 王 Er) 门 ， 上 述 情 沉 注 有 可 能 发 生 ， 此 时 的 恋 国 数 才 17) 
机 Xa? 或 省 是 翰 隙 数 或 省 古奇 了 藻 数 了 CLS2D, 假 具 了 7) 区 数 也 
是 惕 的 或 衣 的 , 彝 术 XfNs 左 有 可 能 吓 恨 陋 数 . 

站 一方 面 ; 如 果 被 积 落 数 不 居 偶 冰 数 : 如果 刀 (r) 不足 怪 亲 数 ， 
就 有 这 种 情况 3, 持 末 积分 路 比 的 起 点 就 本能 其 了 =0 点 移 天 ,市 匡 
ro 一 0 这 个 点 就 应 包含 在 151, 8) 式 的 Yo 的 各 种 二 能 情 中 ， 


全 是 


1， 计 算 珀 一 Poe ss 扬中 的 崔 经 其 第 阵 元 + 只 和 掉 数 较 于 ， 

解 ， (在 一 2 时 灾 成 无 穹 太 ， 相 应 地 可 令 (51. BS 中 前， = 
二 一 cc， 这 个 积分 可 以 延生 虽 z= 十 Se， 专 插 宇内 证 一 项 积分 守 ， 都 在 共 下 
眼 一 名 外 发 其 ， 册 此 我 人 科 先 计算 其 一 2 到 士 29 的 积分 ， 热 牛 芷 形 懂 腿 
zoco， 结 玉 得 





zh 
fs~exp| — 本 {vs— hy | 


其 中 的 机 = 而 94 二 V2Eoi9R 为 天 和 邹 还 处 位 一 co 的 粒子 速度 ， 读 训 
的 运动 巧 自由 运动 . 

2， 与 题 1 相间， 人 己 在 产 伦 培 世 =erd 闲人 缮 的 员 信 坊 辣 后 维 经 虚 
跃迁 第 阵 元 ， 

解 ， Lr 国 数 的 于 一 奇 开 是 了 =D， 相 应 的 香 分 天 已 在 8 和 0 是 2 中 挤 
过 ， 按 (51. 各 式 , 结果 科 


加。 为 偶 卫 数 时 , 么 向 吃 国 数 互 Cr) 的 奇 锣 认定 主 二 鸭 杜 偶 ， 这 可 以 了 入 小 
持 的 下 引出 琳 : 此 时 辣 一 
" 228 * 


§ 5。 准 经 上 典 铺 形 下 的 跃迁 几率 
的 给 人 人 全 完全 不 可 能 实现 的 一 个 例子 ， 座 经典 
让 形 过 程 的 儿 夷 是 一 个 指数 虔 的 小 基 ， 它 的 有 关 指 数 矢 可 
用 下 法 确定 
游 虚 人 性-… 系 统 从 -“ 态 到 甸 一 态 的 跃迁 ， 我 们 解 出 相应 的 经 暴 
运动 方程 , 求 出 共 路 了 迁 * 针 道 ;但是 根据 经 虚 力 学 中 并 不 出 现 信 种 
过 程 的 事实 , 这 必然 是 复数 解 ， 例 如 . 我们 发 开 ， 系 统 从 一 访 形 式 
于 跃迁 到 田 一 态 的 那个 ^ 跃 迁 点 出 一 上 般 讲 米 必 一 个 复数 成 ; 该 所 
的 从 蛤 由 经 典 守 伍 律 所 确定 ， 然 后 我 们 米 计 条 系统 的 作用 量 
访 1 ao 8 谱系 统 在 第 一 个 得 中 县 某 个 初 位 置 9 出 发 
运动 到 “ 喷 迁 点 ”gn， 玫 在 第 二 个 恋 吊 从 点 出 受到 壕 攻 古 的 #2 
位 置 ， 所 冰 的 这 一 过 程 的 儿 率 由 下 式 给 出 


w~exp am (ge g0) 一 Son 人) (52. 1) 


如 时“ 跃迁 点 "的 位 办 不 是 唯一 的 . 则 诬 从 中 选 玫 这 栏 移 点 ,使 
得 (52. 1) 式 中 的 指数 适 具 有 虹 小 的 绝对 值 [ 当 然 . 这 个 绝对 值 还 应 
显 静 的 二， 使 得 (52. 1 式 仍 能 成 立 ] .并 

52. 1) 式 是 和 51 中 让 算 淮 经 典 丁 涝 元 时 于 出 指 规 则 一 臻 
的 ， 但 应 指出 ， 采 用 生 阵 元 的 玉 方 去 计算 中 迁 几率 中 指数 前 的 系 
数 , 将 是 不 正确 的 . 

菇 于 (52. 1) 式 的 复 既 典 轨 道 法 是 一 个 营 油 方法 ， 它 可 活用 于 
具有 任意 多 自由 此 的 系统 币 的 跃迁 (Jl A. JIasnay 1932)， 如 卓 
跃迁 点 是 实数 但 位 二 经 监禁 区 内 ， 则 (在 一 维 送 动 的 简单 情形 下 》) 
《52. 1) 式 与 势 釜 员 福 的 几 闪 式 (50,5) 相同 ， 


DD 如 采 谍 系统 风势 施 本 各 具有 亲 沪 ,于 尺 这 些 麻 点 也 应 第 人 Y: 的 可 能 信和 中 ， 
22 ， 


登 顶 之 上 的 上 反 身 

让 我 们 把 (52, 1 式 应 用 于 爸 顶 反射 的 -- 维 闸 题 ， 所 和 铀 条 顶 之 
二 的 反射 ， 就 是 指 粒子 能 景 超过 势 参 机 度 时 发 生 的 反射 ， 在 这 种 
和 司 形 下 , go 就 取 粒 子 运动 反 向 点 C* 回 点 ”zo 的 复 坐 标 , 也 就 是 方程 
刀 ( 人 一 如 的 复 根 ， 我 们 来 看 一 下 ， 怎 能 下 铺 确 地 算 册 包括 指数 前 
系数 在 内 的 反射 系数 

我 们 必须 ( 象 $50 那样 ) 窒 一 次 建立 势 怒 远 活 侧 的 波 明 数 ( 透 
射 波 ) 与 逊 堪 便 的 波 靖 数 ( 人 射 和 反射 波 ) 间 的 甘 系 ， 采 用 847 和 
§50 市 类 似 的 方法 , 把 站 看 作 复 变量 z 的 靖 数 ,不 难 做 到 这 一 点 ， 

把 透射 波 写 成 下 列 形式 


1 全 
p+ = xP (#| pzz) 


式 中 的 和 为 实 轴 上 的 人 妊 一 点 ， 我 们 来 追究 它 灌 上 壮 平 而 中 砷 线 
的 变化 , C 围绕 《在 足够 远 处 ) 


点 zo 《图 19); 这 条 曲线 的 整个 最 \ 
后 部 分 必须 位 于 很 远 的 左 区 ， 使 | 

得 入 射 波 的 近似 ( 淮 经 典 } 波 函数 3 

中 的 误差 远 小 于 欲 东 的 小 量 内 . 图 19 


绕 十 2 点 玫 使 v 吾 一 5(z) 变 一 符号 ， 回 到 实 轴 后 办 | 两 数 就 变 

成 向 左 传播 购 反 射 波 人 -中 ， 用 于 入 射 泣 和 透射 波 的 振幅 可 以 看 作 

是 相等 的 ， 所 求 的 反射 系数 下 就 简单 地 等 于 攻 - 和 节 , 的 模 量 平方 
之 比 : 

| 

2 所 





一 Xp (-$Im | rar). {52. 2) 
守 出 此 式 后 ， 指 数 守 的 积分 路 线 就 可 以 任意 变形 ; 如 果 变 换 


中 如 策 和 点 下 面 的 山 线 (例如 - 简单 地 说 实 轴 ), p+ 国 数 上 就 转变 成 人 射 波 ， 
.230 ， 


到 网 19 所 示 的 如 开 线 ， 则 上 式 积分 化 成 从 zz 到 0 的 各 分 的 俩 
倍 , 我 们 得 外 


R=exp [Fr zo) | or 20) =Im|[ paydr. (52.3) 


出 于 p(w) 症 整 个 实 轴 上 和 邵 是 实 量 ，Zl 成 的 选 法 无 关 紧 要， 注 塌 
{52. 3 中 指数 前 的 了 又 数 为 1 1 了 有, JlTlorxpopcrri, GC, KK. CapBny, 
B,DP, YAnund. 19587) ， 
划 前 扬 述 ,在 本 的 所 有 司 能 值 中 , 我 们 应 选 这 样 一 个 但 ,使 入 
(52. 3) 式 的 指数 佑 具有 最 小 的 绝对 什 (并 且 此 十 必须 远大 于 1) 鹤 ， 
这 还 暗示 着 , 如果 势能 U(x) 本 身 在 上 六 平面 县 有 可 成 ， 对 这 些 扣 
而 言 ， 积 分 o (wy zo) 具有 较 大 的 信奉 则 指数 恩 将 由 这 些 奇 点 之 
一 来 确定 ， 和 击 指 数 前 的 系数 将 不 会 介 052. 3 中 那样 等 于 1， 如 果 
Co 了 随 着 能 量 五 的 增 大 在 上 半 平 面 水 处 变 成 无 穷 天 的 话 ， 这 个 条 
件 和 肯定 无 法 满 足 : 此 时 渗 是 百 = 吾 的 和 点 在 趋 二 和 极限 时 十 分 接近 
于 注 足 百 =ce 的 2 点 , 因而 这 五 个 点 对 反射 系数 作 四 的 亚 献 天 小 
差不多 [积分 gge.xo0 人 1， 公式 (652.3)? 不 再 成 站， 在 级 限 情 形 
下, 当 吾 天 到 使 得 和 分 值 还 小 于 工时, 微 扰 论 开始 适用 ( 见 题 2) 仿 . 


-| 


例 题 
1， 且 用 特 备 到 带 数 国王 的 谁 经 典 近 位, 求 一 挟 核 和 和 一重 楼 { 当 有 库伦 声 
的 国定 六 让 ) 伍 提 时 午 核 的 赔 宣 几率 [EE,. Mu ]9397). 
解 ， 法 反应 儿 率 的 主要 宽 献 类 香 震 争 道 第 动 攻 的 克 撞 , 谁 经 拱 近 似 中 这 
兹 就 是 对 基 撞 ,粒子 的 运动 灾 语 一 级 汉 动 ， 
令 吾 为 氛 核 能 量 ， 以 * 为 单 位 ，s 下 条 核 的 质子 和 中 子 的 结合 能 ; 至 利 


名 此 你 给 出 的 还 骨 遇 自 肝 得 619817， 

名 ”站 下 , 我 们 共 善 起 w0 的 m 上 ,即位 于 上 半 平 面 的 各 点 . 

全 而 间 犀 诬 时 出 .1Lorxpyonemmit 用 | 这， 人 和 IATDIHKEOB 研究 过 (二 3 工 二 ， 
40, 1713, 19617., 
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Es 为 有 所 靶 放 中 芳村 质子 的 能 曙 ， 国 样 以 为 单位 我 们 还 采用 无 晤 岗 坐 标 
9 一 52 是 重 炉 的 电荷 1， 并 用 和 找 表 车 “ 跃 达 点 ”的 做 (一 般 是 复 
什 ), 亦 妈 筷 核 " 赔 变 时 天 "的 背 ， 我 们 可 写 出 


1 工 s _1s 1 | 
五 。 一 Fun FE,= 到 9? 十 了 B=-v ti (1) 


共 中 加 ,pa 逢 1 v4 是 赔 变 时 肇 各 粒子 的 刀 订 ,以 efim 为 单位 ， 况 是 核子 磺 
量 ; 9 是 实 量 并 与 释 十 中 子 的 速 诬 相 等 ， 查 op 和 加 都 是 复 量 由 跃迁 点 处 
的 能 明和 动 贡 守恒 条 件 给 出 

Br EB =E— 1 tvs = te, 人 2) 


。 。 . 1 ; 
Pe=21+o, Pa= tv,, gr Etl en 2 
[a 


跃 壕 阐 系 统 的 作用 曙 相 当 寺 气 往 屠 场 中 直到 械 变 点 为 下 的 运动 : 它 的 庶 如 为 
， ee 
Ims, Ze Im | _ | 2 一 了 jas 
-Ze lm ! 29u- sh VTE. {31 
E Ar 下 } 
跃迁 后 , 作用 上 避 相 当 于 中 子 和 质地 沿江 虹 变 眠 的 运动 : 
. fm f ™ ™ 里 ] 1 
Lm, : ey Em mdgt| V2( B,C— ja 
一 加 83 全 In | pn 一 wat 4 cosh- gE 1 
EE bs ,| 


据 152. 2 了), 屯 过 程 的 儿 闪 为 


ofAe frim| VE ooh Eco FET 
wexp; 下 lm posh VIE Esh nb I 


】 
(51 
与 两 个 反 戏 山 余 芒 月 数 来 自 () 科 (3) 式 的 事实 相 一致 , 它们 的 谭 部 必须 分 别 
与 Imts 和 和 Jmva 把 有 相同 的 符号 , 后 两 者 的 符号 在 (2) 式 之 解 中 已 经 这 样 选 
定 , 使 得 Im(S: 十 3:) >>0. 
由 汀 直上 万 ,成 指数 依赖 关系 ， 暗 变 (县 有 企 总 的 E, 和 百 * 一 天 - ;一 上 
值 ) 的 总 此 讼 由 指数 师 ( 作 雇 包 了 拘 孙 数 1 的 最 小 绝对 住 纵 出 ， 分 相 表 明 , 这 于 
浅 生 在 到 一 0 了 时， 此 时 有 go 二 7( 十 1, 从 (5) 必 各 


~ eV /2 ， 号 一 [ BE-1 本 
下 El wvE 


| 一 一 一 
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这 全 公式 的 或 让 过 件 是 指 狼 宕 必须 远 天 二 二 

对 记 , 的 非 零 值 算出 作用 咏 访 =5, 二 5S; 的 碟 部 后 ， 我 们 可 以 求 出 所 释 禾 
子 间 能 量 分 布 ， 站 邻近 而 * 一 0 处 , 我 们 用 
| 号 四 = 


fn™=0 


Imear 0) Im8 (C0) ~ Es 也 
计算 针 数 所 给 出 


A x {- ep 到 ,| -一 
dB, P EE 


pr 
2， 如 粒子 能 县 满 足 微 扰 论 条 件 , 求 盆 顶 之 上 约 反射 系数 ， 
解 。 采 用 (43. 1 式 ， 初 态 和 术 态 波 绷 数 是 沿 由 友 方 向 行进 的 两 个 平和 
淡 ， 分 别 掖 章 位 流 密 座 归 … 化 和 和 按 动 量 除 以 24 万 的 8 函数 妇 -化 ， 式 中 的 
和 12 而 2" 是 反射 所 卉 最 ,算出 对 7' 的 积分 (时 及 号 因数) 局 得 


mn 21 py : 
Fe Mp | Ure ti de | . 人 


部 素 洲 扰 论 的 适用 条 件 得 到 满足, 此 式 即 成 卫 , 这 个 菜 件 为 Uo: hivsil,9 为 殷 
华 宽 座 i 网 $45 队 广 中， 同时 有 G 天 二 1 后 -条件 保证 了 如 1 末 数 的 非 
指数 性 :不然 的 话 , 561) 式 的 成 立 门 题 滑 党 作 胆 一 步 六 研 穹 . 

3 当 忆 49 珀 娄 在 =zoe 处 其 有 一 个 妊 率 铬 上 断 点 上 时. 证 求 佳 蕉 经 典 势 双 
茎 项 之 上 的 反射 条 圣 ， 

解 。 如 杂记 tr 时 数 对 实 防 人 位 共有 革 种 奇 点 ， 则 皮 射 系数 主要 出 读 点 
附近 的 场所 决定 .并 可 用 柑 找 论 带 式 地 加 以 计算 , 六 让 要 求生 扰 论 对 所 有 的 zf 
克成 站; 谁 经 瞄 条 件 的 满足 已 经 足 艇 ， 我 们 就 得 题 2 的 (i) 不, 唯一 差别 全 入 
戏迷 和 的 动 芷 必 盎 收成 多 ( 丰 伍 于 点 趟 前 什 ， 

日 葡 情 形 下 我 们 取笑 素 间 扶 点 为 名 =9 点 ,因此 在 这 点 附近 书 

tCU= FY = Fx. 
下 不同 于 下 对 zz 进行 称 分 时 ， 可 在 被 祝 轩 数 平 引进 一 个 由 尼 困 于 ei 
稳 册 后 再 会 让 一 站 结 昌 党 
R= 





Dn Fe Pa, 


= 和 时 ,的 数 m 人 SE 有 一 个 尖 呈 ,只 类 点 出 安 不 管 对 正 的 和 负 的 Ew:i 杀 
证 材 应 于 中 子 被 重 栈 俘获) 岗 数 值 都 增 长， 
二 了 了 于。 


式 中 的 po 一 B00). 


§ 53， 绝热 微 扰 作用 下 的 跃迁 

我 们 在 841 中 已 经 得到 过 ， 在 微 扰 是 时间 的 变化 十 分 缓慢 的 
极限 情形 下 ， 了 系统 自 .- 态 到 另 .- 坊 的 牙 迁 几率 趋 于 零 ， 现 在 来 定 
量 地 研究 这 个 癌 题 ， 算 出 在 组 变 〈 绝 热 ) 微 扰 作用 下 的 跃迁 几率 
《.JT, A, Jannay 1961). 

设 系统 的 哈密 上 顿 量 为 时 间 的 缓 变 函 数 ， 当 -> 士 co 时 趋向 一 
定 的 极 了 有限、 开设 plg, 自 和 琴 ( 时 是 由 薛 定 得 方程 如 (有 We 一 盏 sq 
和 解 出 的 不 征 函 数 和 能 量 本 征 值 (依赖 于 时 间 参 量 ); 由 于 不 的 时 间 
变化 具有 绝热 性 、 豆 和 六 ;的 时 间 变 化 也 是 缓慢 的 ， 我 们 面临 的 
辣 题 是 , 如 毕 至 一 一 ce 用 该 系 绕 处 于 六 沪 , 求 t 一 一 02 于 系统 处 填 
其 一 营 驴 的 几率 加 is 

微 扰 的 组 变性 意味 着 * 著 迁 过 程 " 只 有 很 长 的 持续 时 间 ， 因 而 
作用 量 的 改变 ( 由 积分 式 ~ ECt)dt 给 出) 很 大 ， 在 这 个 意义 上 所 
设 问题 只 有 准 经 典 性 , 所 求 的 几率 主要 由 下 列 二 = 二 慎 确 定 : 

E(t0) = Ra (to), (53. 1) 
4 相当 于 经 民力 学 中 的 “跃迁 时 蓝 ?( 参 考 %52); 实际 上 ， 这 样 的 路 
迁 在 经 典 力 学 中 当然 是 不 可 能 的 ， 它 表现 于 方程 式 (53. 1 具有 复 
报 ， 与 此 有 关 ， 就 有 必要 研究 二 为 揽 参 量 时 在 二 加 点 的 邻 咸 内 
茶 定 谱 方 程 之 解 所 具有 的 特性 ， 在 二 点 处 两 个 能 量 木 征 值 变 成 
相等 . 

我 们 将 看 到 , 存 该 点 附近 本 征 函 数 区, ,将 随 1 强 列 变化 ， 为 
了 求 出 环 关 系 , 我 们 上 先 令 由, 区 s 的 线性 组 全 为 Pb oa， 并 讶 时 下列 
条 性 : 

|*iae= |eaaa=o% wpzas =:1. (53. 2) 


* 234， 


| 


只 机 适当 选择 复 组 合 系数 人 和 国 数 )， 总 能 做 到 这 一 上 后， 和 和 F: 
+ 


在 1 一 w 处 没有 琳 点 . 
现在 把 本 入 请 数 写成 下 列 线 往 和 组合 形 式 : 
P= HP Pp {33.31 


要 注意 的 是 ， 当 “时 间 ” 上 为 复 变 虽 时 ， 由 于 势能 UC 二 U(1Y+. 
六 () 算 符 [ 呈 (17. 4 形式 ] 仍 等 王 它 的 转 习 算 符 (六 = 如 ) 但 不 再 把 
密 ( 下 二 再 *) 

把 (53. 3) 式 代 人 等 定 评 方 程 ， 对 该 式 去 匀 p, 或 mw， 然后 对 
dg 积分 ， 引 入 下 列 记 号 : 


Hs) [pfpudg, (53. 4) 


考虑 到 哈密 顿 量 的 上 还 性 质 我 们 有 有 五 = 五 3， 结 采 得 下 列 方 
程 组 : 
五 HG -Hiats— Boy, 


更 :站 “dian i (53, 5) 
这 个 方程 织 有 非 专 解 的 夭 件 为 L212 : HH2s 此 式 之 根 给 
能 租 本 征 值 : 
B= THis tv HuHy. 《53. 6) 
把 它 代 人 (553, 5 不 中 , 得 
m4 /Hu (53. 7) 


| 五 
由 (53. 合式 可 知 ， 为 使 在 t= 本 点 两 个 本 征管 相等 ， 其 中 的 
好 :或 吾 ? 在 该 点 应 等 王 零 ; 我 们 假定 它 是 了 Hu 在 正则 点 ， 一 
鸭 数 一 般 讲 来 随 1 一 志 而 起 二 零 , 因此 有 
BO) 一 如 (#0) = 十 常数 XN 一 机 ， (53. 8) 
于 再 ( 旧 在 所 一 吉 处 具有 支点 ， 我 们 还 有 ee 一 一 和, 故 在 二 -3 
点 只 有 一 个 杰 征 图 妆 四 
" 33s 


现存 我 们 乔 到 , 所 设 问 题 丰 形式 上 完 个 类似 于 52 中 讨论 过 
的 怒 顶 反射 问题 ， 我 们 有 “对 时 铅 为 准 经 典 的 "三 ( 直 波 函 数 . 代替 
了 852 中 灶 霹 标 为 砷 经 典 的 孙 数 , 希望 求 出 > 二 co 时 波 隐 数 中 
的 cagseriast 项 ， 而 当 # > 一 oo 时 波 函 数 为 殉 ( 站 一 用 er 
这 类 位于 用 z-> 十 oo 的 透射 波 求 出 x> 一 00 的 反射 波 问题 ， 和 欲求 


的 跃迁 几率 为 al 一 |eal 作用 量 8 一 一 人 下 (Da 是 由 具有 复 支 


点 的 至 ( 匀 冰 数 的 时 间 积 分 纵 册 [下 如 积分 |zazr 中 的 PCz》 函数 只 


有 揽 支 点 那样 ], 网 此 , 所 考 趾 的 问题 . 可 以 通过 t 复 平 而 上 从 很 大 
负 俏 到 很 大 正 值 的 一 全 积分 回路 加 以 解决 . 正如 52 中 对 3 复 下 
面 记 作 的 那样 , 我 们 不 让 这 里 重复 这 种 推导 . 

我 们 假定 实 轴 上 有 如 : 宣 ， 此 时 加 路 必须 住 十 复 变量 的 
上 举 平面 (该 处 的 比值 er 全 feT3 合 是 增长 的 )， 结 采 得 下 列 
公式 1 类 全 于 (52. 2) 式 ] 


Ya 1 =exp( SIm | Firyat ) 《53. 91 


从中 的 积分 济 图 19 所 示 的 回路 {自在 向 右 ; 壕 行 ， 
在 支点 之 左 的 回路 上 有 加 一 百 :， 支 点 之 在 的 癌 路 三 有 吾 三 形 ?. 
国 此 可 把 (53. 9) 写成 


Wot -exp( -2.m {aca:), (53, 10 


其 中 的 oa = ( 玉 一 下 看 为 实 轴 上 的 在 一 点 ) 向 点 应 选 
(58,1) 式 的 一 个 复 根 , 中 很 位 于 上 半 平 面 内 ， 广 使 (53. 10) 式 中 藤 
指数 客 具 有 最 小 的 绝对 值 DD， 除了 以 上 自 1 态 直接 跃迁 到 2 态 以 
外 , 还 可 能 右 通 过 几 个 中 间 坊 的 “跃迁 方式 ;其 几率 出 可 用 类 似 的 


全 和 的 可 侍 慎 中 尚 法 世 仿 能 导电 介 ) 起 为 无 并 大 之 点 ; 对 迹 些 点 而 言 《【53.9) 
虑 指 数 前 的 系数 不 各 于 1 
" 2I6 +* 


公式 下 出 ， 全 如 按 1=3->? 的 "方式 ?进行 牙 迁 时 ,153.103 人 下 的 
中 分 应 咯 上 成 忆 下 两 个 和 分 志和 

下 二 _ 2 
| os 人 Et 二 | wl tat 
式 中 的 两 个 积分 上 限 分 嘎 为 (C2, 下凡 及 正和 (和 的 两 
个 该 忆 ”以 后 的 积分 式 , 十 采用 同时 围绕 这 二 个 复 冯 点 的 一 个 回 
路 后 得 出 的 ， 也 


D 注 续 庶 的 中 间 志 问题 融 冯 行 涝 霸 , 
® 237 


第 八 章 自 旋 


$54. 自 族 

经 典 力 学 和 里 子 力 掌中 ， 角 动量 守信 律 都 是 封闭 系统 空 岂 各 
各 同性 的 结果 , 这 一 点 , 于 已 用 前 动 庆 和 旋转 对 称 性 之 同 的 关系 论 
述 过 .但 在 量子 力学 中 , 这 个 关系 此 有 特别 深远 的 意义 , 它 确定 了 
角 动 盟 这 个 概念 的 基本 内 容 ， 特 别 是 出 于 粒子 角 动 明 的 经 典 定 交 
rxD 在 不 子 力 学 中 不 再 具有 直接 含义 , 国 为 位 置 和 动量 不 能 同时 
测 景 ， 

我 们 在 $ 28 中 看 到 ,如果 各 的 值 已 给 定 ， 粒 子 滤 国 数 的 
角 部 关系 丈 被 确定 ， 从 而 它们 旋转 下 的 所 有 对 称 性 质 也 被 确定 . 
这 些 竹 质 最 一 般 的 表述 可 归结 为 波 国 数 在 坐标 系 转动 下 的 变换 规 
律 ， 

多 粒子 系统 的 流沙 数 妆 -wf 角 动量 工 及 其 分 量 弄 的 作业 已 给 
定 }) 只 有 当 华 标 系 弹 z 思 转 动 时 才能 保持 不 变 了 ,任何 改变 z 轴 方 
问 的 转动 , 结果 都 会 使 角 动 量 4 分 量 设 有 定 伍 ， 这 意味 着 , 在 新 的 
上 毕 标 系 中 , 这 个 波 苹 数 一 般 亚 为 具有 有 给 定 王 值 但 有 不 同形 值 的 2 
十 1 小 畏 数 的 登 担 《 即 线 性 组 合 ). 我 们 可 以 说 ， 娃 标 系 转动 后 ， 
2 也 开 个 国 数 到: 变 成 了 它们 种 互 的 线性 组 合 多 ,上访 变 换 需 律 (In 
组 合 系数 与 坐标 部 转动 前 之 同 的 函数 :关系 ) 完全 由 工 值 确定 .。 因 


也 除了 一 个 不 重要 的 同 相 因子 外 ， 

全” 用 数学 术 诸 来 说 , 这 组 卫 数 构成 了 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表 示 ， 得 以 进行 相 并 
一 性 灾 换 询 这 纪 沂 数 中 的 独立 隙 雪 的 个 数 ， 称 为 读 肯 示 的 稚 数 : 并 蕊 假定 , 这 个 数 在 
硼 束 组 的 相 王 敲 性 变 拱 中 不 可 能 肯 少 ， 
238 。 


此 角 动 时 被 赋予 量 村 数 的 含 六 ， 它 能 对 一 个 系统 的 各 个 态 按照 从 
标 系 转动 下 的 空 换 件 成 加 以 分 类 . 角 动 居 概 念 的 这 一 方面 , 在 星子 
力学 中 特别 重要 , 国 为 它 和 角 部 小 陪 数 的 最 示 式 没有 直接 的 联系 ; 
不 用 这 些 喇 示 式 也 能 表 出 这 组 阔 数 的 和 互 变换 规律 . 

我 们 来 考虑 一 个 复合 粒子 , 例如 一 个 原 证 核 , 它 整 个 地 静止 并 
且 处 于 某 一 -确定 内 部 状态 中 ， 除 了 内 能 外 , 出 于 校内 粒子 的 运动 ， 
心 还 县 有 确定 的 角 动 最 机 五 这 个 和 前 动 景 可 以 有 2 十 1 种 不 同 的 
空间 取向 。 因 此 ， 当 我 们 考 上 处 这 个 复合 粒子 的 整体 运动 时 ， 上 除了 了 
坐标 外 ， 还 必须 增加 一 个 分 立 变 重 ; 已 的 内 部 前 动 量 在 空间 某 一 
选 定 方 向 |: 的 投影 . 

根据 我 们 闻 和 前 动量 医 念 的 上 上述 理解 ， 有 有 尖 它 的 起 源 问 题 显 得 
并 不 重要。 我 们 可 以 从 中 由 结 出 * 内 点 *" 角 动量 的 概念 ， 用 以 描述 
朱子 , 不 管 这 个 粒子 是 “ 香 合 "的 还 臣 " 打 本 ”的 ， 

央 此 ,在 量子 力学 中 , 短 个 基本 粒子 必须 赋 子 一 个 与 其 空间 运 
动 无 其 的 “内 豪 ?* 和 角 动 量 ， 基 本 将 疗 的 这 个 性 质 是 星子 理 沦 中 特有 有 


一 个 粒子 的 内 嘉 角 动量 称 为 堵 粒 子 的 自 旋 ， 以 便 区 别 寺 粒子 
空间 运动 所 产生 的 角 动 明 ， 所 谓 轨道 角 动 量 ， 我 们 所 讲 的 粒子 
可 以 是 一 个 上 本 粒 了 对， 也 可 以 是 基 些 方面 类 似 于 基本 柱子 的 个 
复合 粒子 ( 例 蔓 | 一 个 原子 核 }、 一 个 粒子 的 自 旋 〈 利 轨道 角 动 量 一 
样 ,以 声 为 其 度 单 人 出 s 来 代表 ， 

对 于 有 日 旋 的 榨 子 ,用 波 果 数 搞 述 鞭 状态 时 , 这 个 波 函 数 必 须 


证 例如, 抽 基本 粒子 的 内 在 前 动 苇 和 想象 汶 " 绕 台 身 轴 "旋转 的 结果 ， 这 是 完 全 被 
有 意 艾 的 ， 

加 电子 关 布 内 和 攻 动量 的 物理 条 全 是 上 导 三 ， 包 从 由 克 !UEIErPeek 和 3. 高 区 
来 特 ( 训 condsmit} 本 1925 年 提出 的 ，1927 年 WW， 袍 和 创 (PauIi’ 把 宪 族 直入 量子 冯 生 
中 , 


a 


不 但 能 确定 读 粒 子 处 工 不 同 空间 人 往 于 的 几率 ， 而 县 也 能 确定 其 月 
许 呈 有 各 种 可 能 取向 的 几率 ， 央 此， 这 个 蔗 画 数 不 世 依 环 于 二 个 
连续 变量 ， 和 如 鞭子 的 三 个 党 标 ， 而 且 迅 依 朝 于 一 个 分 下 的 自 旋 变 
量 ， 它 给 出 日 旋 在 完了 疗 基 一 指定 方向 (2 轴 ) 的 投影 并 取 为 数 有 限 
的 分 立 导 ,我们 用 部 代表 这 个 自 旋 变 区 . 

令 芭 ( 2; 9] 为 这 梓 的 流明 数 - 实质 上 筷 代 表 了 对 应 于 大 
间 o 值 的 一 组 不 同 的 坐标 汞 数 ; 这 些 消 数 称 为 波 冰 数列 各 个 自 施 
分 量 , 
十 列 积分 


Jy ey, 40) (2av 


确定 了 粒子 共有 某 个 a 值 的 几率 ,粒子 其 有 代 党 的 5 住 并 外 于 c 
体积 元 内 的 几率 为 


av Ey, y, a0) |?. 


量子 力学 的 自 旋 算 符 ， 作 出 于 波 亲 数 的 月 旋 变 量 吕 上 换行 
话说 ， 它 和 菜 科 方式 把 恋 国 数 的 各 个 分 量 进 行 相 五 线性 变换 .这 
修筑 符 的 形状 将 在 以 后 建站 位 从 慑 一 般 的 车 虑 搜 易 知道 ， 基 人行 
$7 8 5 应 该 满足 和 轨 章 前 动 旺 一 样 的 对 易 茶 件 . 

角 动 量 算 符 和 和 无限 小 旋转 和 钻 竺 基本 上 相 局 . 在 $26 中 推 辟 
机 道 角 动 划算 符 的 具体 夫 式 时 ， 我 们 考虑 了 话 转 算 符 作用 在 一 个 
尝 标 函数 上 所 得 的 结 某 ， 在 自 旋 的 情形 下 , 这 一 推导 失去 登 艾 , 四 
为 自 旋 算 符 不 是 作用 在 华 标 上 而 是 作用 在 日 旋 变 基 上 的， 因此 ， 
为 了 求 得 对 易 美 系 式 ， 我 们 必须 把 一 般 形 式 们 无 限 小 深 转 操作 硕 
作 一 般 的 华 标 系 旋转 ， 如 果 我 们 先 线 工 轴 天 浇 # 轴 连接 进行 功 深 
无 限 小 旋转 ,或 肖 拒 次 序 倒 过 来 , 先 绕 机 再 红 荆 轴 ， 经 过 直 溢 计 
宽 后 很 吻 证 盟 ， 以 土 丁 种 操作 结 于 的 其 基 等 于 绕 # 轴 的 一 个 谍 孔 
- 240 ， 


小 旋转 【 转 过 的 佣 容 等 于 绕 了 二 和 [站 四 的 酚 个 控 角 的 习 积 ) ,我们 
不 府 务 进行 这 种 简 音 前 计算 ， 它 的 绪 昌 仍 得 通 冰 的 前 动 二 分 天 各 
得 志向 的 梧 昂 英 系 式 ; 出 此 可 见 , 这 -对 易 甘 系 式 对 日 旋 算 和 社 讲 来 
也 必 有 成立: 

他 一 (54, 1) 
由 这 个 关系 坊 导 出 的 所 有 物理 结论 , 对 声 旋 也 部 成 立 ， 

对 易 英 系 式 (54.1) 能 全 我 们 求 出 所 有 可 能 的 自 旋 绝对 值 和 所 
有 可 能 的 自 旋 分 量 值 ， 和 27 中 导 册 的 所 有 结果 [LC27.7) 一 《27.9) 
式 ] 仅 仅 订 用 了 这 个 对 盟 党 夭 式 ,因此 这 些 绪 打 在 这 蜂 也 能 全 部 适 
骨 , 只 要 把 上 述 各 起 中 的 工 摘 成 s 态 可 以 了 ， 很 所 127. 站 起 .自用 
z 分 贡 的 本 征 值 是 递 差 数 为 1 的 一 组 数 第， 但 是 我 们 不 能 象 机 过 
衣 动 其 的 工 , 分 其 那 样 断定 这 些 数值 一 定 部 丰 整 数 L827 之 初 给 出 
的 推导 在 这 昱 不 能 成 立 ， 因 为 它 是 以 (26. 14) 式 的 4, 算 符 为 基础 
的 ,这 个 袁 式 只 对 轨道 角 动 量 成 立 ]. 

卜 次 ，asa 这 将 本 征 情 具 有 下限 ， 这 两 个 上 下 际 的 绝对 储 相 
”而 社 号 共 反 ， 我 们 用 二 3 形 示 之 ， 5 的 最 火候 和 最 小 值 之 闭 28 
必须 是 一 个 整数 或 零 ， 因 此 可 取 0. 于 ,1 3 …… 等 值 . 

故 目 旋 平 方 的 本 征 人 等 于 

S2 一 SYS 二 TYy， (51. 2) 

其 中 的 8 可 以 是 一 个 整数 (包括 零 ) 记 可 以 是 一 个 于 整 数 、s 给 定 

后 . 自 旋 的 3, 分 监 可 到 as 一 1 一 5， 等 28s- 1 个 不 同 的 数值 ， 
六 还 ;: 下 旋 罚 s 的 粒子 淡 了 前 数 避 有 28 一 1 个 分 量 忆 ， 

实 监 表明 ,大 多 数 的 肯 本 粒子 [电子 , 正 电 了 , 质子, 中 子 , 4 入 





全 ”出 于 短 娄 粒子 的 是 -个 络 定 让 巩 在 终归 妃 噬 搞 限 情形 下 5 自 施 利 动 

其 i5 肯 于 等 ， 寺 加 道 第 动 央 讲 采 由 于 二 可 取证 训 候 ， 这 樟 交 论证 就 夫 赤 总 光 十 注 
到 经 典 月 学 盾 , 才 趟 于 零 同 时 了 趋向 无 淄 赤 , 可 龙 荡 积 和 挡 为 有 限 往 . 
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子 和 所 有 的 超 了 (和 ,二 ) ] 具 有 -的 自 旋 ， 此 外 ,也 有 些 基 本 柱 


子 ( 介子 和 下 介子 ?的 自 族 等于零， 
一 个 笠 子 的 必 朋 动量 等 王 它 的 就 道 蕴 动量 1 如 上 自 旋 s， 后 
丫 个 算 符 作 几 于 图 数 的 不 同 变量 上 ,当然 征 稚 此 对 易 的 , 总 币 动 基 
j=1-s (54. 3) 
的 本 征 值 , 与 两 个 不 同 粒 子 的 轨道 角 动 量 之 和 一 样 , 决定 于 “类 还 
横 型 "的 相 加 守则 (831)， 这 就 是 说 ,给 定 了 和 8 以后, 总 角 动 局 
可 取 了 48 了 8 一 1 一 8| 等 值 ， 因 此 , 轩 道 让 动量 荆 沾 等 于 


零 的 一 个 电 卫 ( 自 施 为 亡 ) 具 有 总 角 动量 j 一 1 土 妆 ;1 一 0 时， 了 只 


有 一 个 值 了 一 去 
多 粒子 系统 的 总 角 动 量 筑 符 了 等 于 每 个 粒子 的 角 动 景 算 符 j 
之 和 ， 它 的 本 征 短 仍 用 拓 量 模型 法 则 加 以 确定 ， 角 动用 了 可 以 表 
成 下 殉 形 状 ; 
了 一 工 一 S， [= 之 1， S so (54. 4) 


共 中 的 S 可 称 为 该 系统 的 总 自 施 ，L 可 称 为 该 系统 的 总 轨道 角 动 
旦 ， 我 们 注意 刘 , 如 果 该 系统 的 总 月 旋 为 > 整数 (或 基数 ), 则 总 角 
动 最 也 是 于 加 攻 丰 隐 玫 ) 因为 党 衣 动 儿 永 这 是 # 数 ， 特 别 是 
各 果 该 系统 是 由 但 数 个 同类 粒子 组 成 的 , 它 的 总 自 施 永 这 总 整数 
从 而 它 的 总 角 动 量 也 是 整数 . 

一 个 粒子 的 总 角 动 量 算 符 了 (或 一 个 多 粒子 系统 的 了 )， 和 和 轨 
道 前 动量 算 符 或 自 旋 算 符 滤 是 同样 的 对 易 沾 则 ， 这 个 波 则 是 任意 
角 动 量 所 应 满 吓 的 普遍 的 对 易 涉 则 ， 由 这 个 烤 易 法 则 所 导出 的 角 
动 革 隶 阵 元 公式 (27. 13), 对 任意 的 角 动 造 讲 来 也 都 成 立 ， 内 要 这 
» 242， 


此 放纵 雹 是 出 该 前 动 昌 的 本 征 态 所 定 交 的 , 对 任 总 天 甘 的 内里 元 
公式 (29.7 一 10) 也 癌 样 成 立 { 改 变相 应 阐 记 扎 让 
例 


员 


自 话 为 二 的 粒子 处 于 ga 二 的 态 中 ， 求 读 自 旋 在 ? 轴 上 的 投影 取 各 可 
能 乙 的 儿 率 , 设 x 轴 和 z 轴 的 赤 前 为 中 
和 解 ， 平 均 后 的 自 施 欠 全 8 显然 滑 。 轴 , 册 此 数值 息 于 二 ， 把 它 投 影 到 


加 上 ， 寻 往日 旋 语 2” 轴 的 平均 性 将 了- = 本 cos8. 另 一 方面 .我 们 区 在 8: 
= 一) 站 中 极 训 < 为 8 二 土方 的 几 浴 ， 涡 虚 到 过 十 如- 二 1, 我 们 得 


w= ena2tf 2), w= sin /2). 


§55, 自 旋 算 符 
在 本 高 以 后 各 节 中 ， 我 们 不 坊 讨 论 波状 数 与 坐标 的 关系 ， 例 
各! 当 我 们 讲 到 坐标 系 旋转 后 菌 数 四 (9) 的 行为 对， 我 们 可 以 假定 
该 粒子 处 于 原点 , 使 得 它 的 坐标 在 旋转 中 保持 不 变 , 这 样 得 到 的 结 
果 将 标志 出 划 (o) 国 数 村 自 旋 变 景 r 而 言 的 行为 . 
必 嫩 口 和 普通 变 基 (坐标 变量 ?的 区 则 在 于 它 的 分 立 性 ， 一 个 
线 注 算 符 作用 在 分 立 变量 口 的 函数 上 ， 所 得 的 最 普遍 形 虑 为 
Gp) (0) = Pfr 0), (55. 1) 


其 中 的 fw 是 一 些 常数 ， 我 们 把 计 故 在 播 号 内 是 为 了 强调 在 之 
后 而 所 跟前 自 旋 党 担 不 是 属于 版 函数 区 ， 而 是 属于 用 算 符 了 作用 
后 所 得 的 皂 个 函数 ， 窗 易 证 明 ， 关 .是 和 按 通常 贡 则 (11. 5 所 定 
文 的 算 符 矩阵 元 一致 的 实 . 

{11. 5 中 对 于 标 的 积分 现在 换 成 对 分 立 变 量 求 和 ， 所 以 握 阵 


旋 注意 555.4) 式 有 过 害 阵 元 的 下 标 次 序 与 CL 1 成 小 的 通 错 次 序 相 扩 ， 
* 243 + 


并 的 定 关 为 
fos = Sp Co fy Ca). (35. 2) 


其 中 名 (co 犁 。 (0) 是 算 符 #, 的 本 征 沟 数 ,属于 本 征 信 8,= cl 和 
oa 舟 个 读数 对 应 于 一 个 态 ; 粒子 处 于 此 坊 时 具有 确定 的 ss 和 值 , 亦 
即 此 时 滤 销 数 只 有 -个 分 景 不 竺 二 零 了 ， 

We 0) = 6,,, Ps (0) = 060s, (55, 3) 
根据 (55. 1)， 

Cfyp,) C0) Sfp C0) 


= Df, 


=f,,. 
把 上 式 及 风 (o) 的 形式 代 人 (55. 2)， 该 式 但 得 到 潢 中 ; 证 毕 ， 

出 星 可 风 ,; 作 及 二 5 的 区 数 士 访 谨 符 林 雇 表 城 一 个 (328-1)f7 
(2s.F1) 列 的 乱 阵 ， 特 别 是 门 旋 算 符 本 各， 作用 在 波 了 基数 上 后 . 技 
《5355. 1 有 

(sy) (rc) = Ss (0). (55. 1) 

按照 54 未 眉 岂 述 , 第 阵 3.,5,8, 与 827 所 得 的 先 阵 ,上 ,， 上. 
相同 , 只 是 把 字母 工 和 WH 改 成 8 和 er: 

(87) ol (Or) oise- Fv tera) {3— -rl1): | 

(Dart Done iV Tr 1 (35.8) 


{8 人 


3 蛮 了 六 最 说 ,我们 应 写成 
ri Se io 
135,31 中 办 碾 举 标 轩 子 . 在 册 思 开本 重要 . 
我 们 必 涡 改 -- 座 强 湖 5 的 竺 十 站 扩 征 cf; 或 gz 和 别人 总计 这 年 林 ， 
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这 就 确定 了 自 旋 算 符 
在 自 施 为 名 (3 一 训 ， 0 一 士 妆 ) 的 重要 情形 下 ， 这 此 征 降 是 
行 两 列 的 , 具有 形式 


1 人 ~ ， 
号 一 人 8 {35, Bi 
其 中 岂 
_ ( 1 人 (| ,) 、 ( ") 
;二 a yO 二 + -一 . 
1 8, 和 U 0 一 1 
(5353. 7} 


这 些 短 阵 你 为 泡 简短 阵 ， 和 矩阵 5. 一 3: 确 是 对 角 的 ， 办 为 它 是 用 
sx- 本 身 的 本 征 函 数组 来 定义 的 加 

下 而 基 泡 利 矩阵 的 一 些 特殊 性 质 ， 把 (55. 7) 中 的 撼 阵 直接 相 
乘 , 得 下 列 方程 : 


.了 于 开 3 ee 
由 起 A 站 内 A Ln | {55. 8) 
a = LT. TT. {Ts TT try -= TO 
由 上 式 及 一般 对 易 规 则 1054.1), 得 
太 ; 六 ,十 让 , 合 ; =- 26.， (53,. 9) 


亦 即 泡 利 缀 阵 彼此 及 对 易 ， 根 据 以 开 诸 式 ， 不 难 验 证 下 列 有 用 的 


宙 155.7) 中 所 列 的 叫 阵 , 行 和 列 邦 按 e 的 浊 编 号 ， 行 数 对 应 于 年 陈 元 的 第 一 个 


隆 栋 . 询 笋 则 对 应 于 第 二 个 钥 标 、 日 前 梢 形 下 ,这 些 护 号 数 为 地 和 一 十 、(55.41 式 所 


熏 的 算 御 ,大 作用 荐 把 更 陆 的 弟 闻 条 于 以 十 波 冰 时 共 个 分 质 组 成 的 一 个 列 征 隆 : 


(|) 


1 
合 ， 镍 同一 字 生 代表 自 施 分量 和 泡 惠 矩阵 ， 不 会 发 中 涝 消 ， 因 为 后 者 亿 大 贡生 
“~ 答 怠 


.2 


2-=-3, (8.2} (6.:b}=a-.b-| i6.axb. (55. 10) 
式 中 的 a 和 b 是 任意 矢量 了 D， 按 照 上 列 诸 式 ， 由 矩阵 划 ; 组 成 的 仁 
音标 量 多 项 式 , 部 可 以 化 简 成 -个 与 站 无 英 的 项 以 及 二 的 线性 项 : 
关 此 , 5 算 符 的 任意 标 其 因数 效 可 化 成 一 个 线性 芒 效 ( 风 题 1)， 也 
后 , 泡 利 失 阵 及 其 秉 积 的 迹 ( 对 角 元 迷 之 和 ) 为 
tFrari 一 心 ，tTericre = 20,.. Cio, 11]} 
本 竟 的 以 后 几 节 : 糙 对 波 贞 数 的 自 旋 性 质 , 包括 在 坐标 系 任 站 
旋转 下 的 行为 ,进行 详 纲 的 讨论 , 但 是 我 们 可 以 立 划 看 由 波 国 妾 的 
一 种 重要 性 质 , 是 红 z 辅 转动 下 它们 的 行为 ， 
假定 绕 硼 转 动 无 跟 小 和 角 8， 这 种 转 邯 的 算 符 . 可 通过 骨 动 
量 算 符 { 目 前 情形 下 在 自 旋 算 符 ) 表 成 IT 二 246 因此 ,作为 转动 
的 结果 , 函数 组 区 (fc) 变 成 区 (ac) -58 (0), 黄 中 
or 5， 
把 上 式 写成 di08 二 to (0) 形式 ， 并 进行 积分 , 我 们 发 殿 转 过 有 
限 和 角 避 时 Wto) 变 成 
Po) = yo) e's, (55, 12) 
寺中 是 恩 过 2x 第 后 , (0) 要 藉以 因子 ex”. 这 个 因子 对 所 有 
的 Ca 面 埋 都 是 一 样 的 . 它 等 于 (一 422a 和 28 的 宇 称 永 二 相间)》. 
时 此 可 见 . 当代 标 系 绕 轴 旋转 一 整 别 以 后 , 自 旋 为 整数 的 粒子 波 随 
数 占 到 原 值 .而 白 旋 为 六 整数 的 粒子 波 函 数 要 变 一 符号 . 
例 是 
1。 试 把 标 曼 ab. 的 任意 遂 获 化 成 对 泡 利 第 省 为 线性 的 另 一 个 员 


有 有关 之 项 ， 当 热 应 诸 理 解 成 为 羔 有 一 个 项 行 匡 列 
单位 丁 阵 ， 
= 246 +* 


和 解 ， 为 了 注定 所 求 公式 ta 一 -全 一 4 十 B. 间 中 的 系数， 我 们 注意 到 . 
当 琅 z 转 沿 bb 的 方向 时 . 委 读 a 十 hb- 站 的 本 往 信 为 gi5, 每 科 fet+h0' 和 机 
相应 本 证 慎 汶 了 ig 圭 拉 ， 从 再 求 出 

A=Trf at tfta-b), Bh,2b ftatd) f(a-D). 


2. 身 族 为 二 的 两 全 粒子 处 于 Ss 十 5 共有 定 值 (00 或 由 的 坊 中 . 求 标 
可 5 5 的 数值 . 

和 解 ， 按 … 航 公式 037. 1 这 个 公式 对 任意 两 个 角 动 最 的 相 轩 [就 字 ), 我们 
得 


. 3 
访 二 HF 一 一 : 一 9 一 一 一 ， 
四 1 中 4 ’ 1 于 4 


3，§ 垃 竹 ( 自 用 伍 8 为 生意 ] 的 各 次 寨 由 哪些 总 绪 性 独立 的 4 
解 ， 由 $. 放 共 所 有 可 能 卡 征 信之 其 组 成 的 下 列 算 区 
(8 3) (8 一 8 二 1} (8. 十 8 
作用 于 作 一 波 请 数 上 竺 于 零 . 硫 这 个 算 笠 本 身 竺 于 沉 ， 册 陛 可 见 ，! 人 $1 可 
以 通过 8, 算 答 的 较 撒 次 的 当知 表册 ， 央 此 具有 1] 到 28 的 习 短 是 线性 牙 交 
的 ， 


8$56. 旋 。 量 

自 施 为 零 时 , 波 畏 数 只 有 - -个 分 基 #(0)， 用 自 施 算 符 作用 后 

变 成 罕 。 $y- 0.$ 和 无 限 小 旋转 算 符 之 疗 的 关系 说 明 , 自 旋 为 零 

的 粒子 波 消 数 在 坐标 系 转动 下 是 不 党 的 , 也 就 是 疯 它 是 一 个 标量 

站 话 为 的 粒子 波 前 数 共 有 有 两 个 分 量 ， 叱 于) 和 玫 一 上 让) 为 

以 后 推广 方便 计 , 我 们 分 别 用 上 指标 1 和 2 来 区 别 这 两 个 分 监 , 这 
个 其 有 有 商 个 分 量 的 重 


一 2 一 1 38, 
以 一 ) 


称 为 一 个 旋 量 . 
稚 票 的 仔 痉 转动 让 谋生 入 分 振作 经 天 区 寺 ; 


pb a OP, YY =e! dp (56, 2) 
上 起 可 写成 
1 2 和 3 | 5 _ 
ph = {i 下: -( ， 小 【中 ， 呈 ) 


盯 中 已 是 变换 短 阵 名 ， 它 的 短 阵 元 股 忠 些 慰 钙 办 用 的 复 琢 数 . 
这 些 征 隆 元 之 间 存 侍 着 一 些 甘 系 ， 这 些 关 系 丝 摊 来 自 施 曙 作 为 梯 
子 波 基数 所 加 的 物理 条 件 . 
我 们 来 性 上 外 站 线 性 型 
Bil, {58. 4) 
其 中 二 各 想 渴 个 放量 ， 经 陪 芝 叶 守 语 . 十 } 
pp ad -bertp bpy ), 
亦 即 坐标 系 转动 这，(56. 4) 式 变 成 它 自 身 ， 伺 如 避 有 一 个 际 炸 安 
夏目 身 ; 这 个 二 数 号 可 看 作 昌 旋 为 二 、 国 而 它 苗 是 一 个 标 基 :也 趴 
是 说 ,不管 维 标 系 企 样 转动 , 这 个 晒 数 攻 顷 保持 布朗 从 击 胡 有 
bel (56. 5) 
则 变换 虹 阵 的 行列 式 竺 于 工 
潜 一 步 的 关系 来 自 对 下 式 的 要 玉 
仿 1 季 1 上坟 2 二 (HB. BY 
上 比 式 人 沛 定 了 空间 某 一 给 定点 找到 粒子 的 儿 率 , 它 应 是 -个 标 夸 . 攻 
使 一 组 斌 的 借 提 平方 之 和 人民 持 不 变 的 变换 . 起 一 个 么 化 变 氛 , 同 此 
必 有 下- Ei( 见 $12)， 按 条 件 (56. 5), 道生 阵 为 


ry | a —b 
Di 时 
(_， a 


让 了 隆 丰 的 行 滞 记 璋 剖 ， 
两 个 于 的 亚 换 焦 为 二 元 这 该 ， 


把 它 和 下 列 顾 米 共 统 妹 阵 等 问 起 来 : 
a cr" 
| G. 2) 
Tt -dd*, b=—e", {56. 7) 
鉴于 芙 系 式 (56.5) 和 (56,7), ae,C 四 个 复员 中 实际 上 只 含 
一 个 独立 的 实 参量 , 对 应 十 定 艾 二 级 坐标 系 转动 所 赃 的 三 个 信 度 ， 
比较 (56. 4 和 (156. 后 两 个 标 最 式 ， 可 知 站 各 ”必须 分 强 
地 按 交 各 -多 ! 的 规律 空 换 ， 应 用 G6. 引 ) 辜 | (56, 7) 很 易 验 证 这 
-上 OD 
证 莽 代数 可 以 形成 美 似 十 此 量 代数 的 形式 ， 为 此 ， a 


分 量 旭 ,六 外 (具有 工 指 祭 ), 志 引入 下 式 定 关 的 协 变 分 量 ( 上 
指标 ): 


人 
下 


得 到 


中 | (36, 8) 
西 个 雄 福 的 不 灾 忠 于 合式 155. 加 还 可 以 写成 标 知 形式 : 
jo - i 一 (536. 9) 


有! 张 世代 数 一 样 ,今后 上 儿 在 周一 世 中 恒 复 尘 吏 训 一 指标 者 , 访 意 球 
湖 对 该 指标 求 有 I( 圳 标 )， 在 诈 芷 代数 中 ,我 站 诺 该 记 住 下 列 虞 天. 
根据 

六 


Le 《56. 10) 
由 此 可 知 任 一 许 成 和 它 日 已 的 未 种 于 堆 : 
人 这 个 性 顺 时 向 区 流 计 称 和 委 训 绰 隆 ， 后 疼 ( 见 和 138， 二 括 把 流 梧 铬 改 尸 它 
的 复 共 名 ， 时 阐 反 锐 下 ， 角 动 区 分 此 也 灾 叶 ， 汉 此 中 二 站 二 和 六 三 5| 一 到 ) 的 划 
步 饥 国 数 攻 然 具 有 正 雍 攻 形 分 唱 为 一 二 和 地 的 癌 些 六 莹 前 性质 . 


由 辽 赴 当 


,二 0. (56. 11) 
根据 放 若 的 讨论 , 克 有 和 和 像 茵 主 和 名 于 于 样 地 变换 , 印 
$= (DO*p) (56., 12) 
散 积 站"w 了 电 可 写作 带 有 转 置 第 阵 了 F 的 让 由 于 六 为 么 正 ， 我 们 
有 + 二 D1, 故人 粹 = 站 ),, 或 @ 
2 56. 13) 
仿照 通常 张 晤 代数 中 从 矢量 过 渡 到 张 景 的 情形 ， 我 们 也 可 以 
3| 进 高 秩 旋 量 的 效仿 , 如 果 - : 量 y* 具有 四 个 分 量 , 它们 按 西 个 一 
和 社 距 量 的 分 生 乘 积 六 的 规律 更 换 , 则 这 个 量 称 为 一 黎 话 量 ， 阶 
『 道 变 分 最 加 " 外， 还 可 以 考虑 志 变 分 量 区 和 混合 分 量 区 < 它 
们 分 别 按 潍 积 矶 和 和 区 大 的 变换 规律 变换 ， 任 章 秩 旋 量 都 可 用 
回流 定 闵 . 
诈 直 的 道 变 分 晤 和 协 恋 分 量 的 相互 变换 可 写成 
P= (56. 14) 
此 中 


0 1 
(91.) = (0) -( ,) (56. 15) 


为 一 绯 关 瑟 宇 癌 中 的 度 规 旋 量 ， 例 如. 我 们 有 
i RF 
因此 有 及 ia 一 一 茵 i = 各 1 的 一 区 和， 
ya 木下 构成 一 个 二 秩 反 对 称 单 位 诈 证 ， 容易 看 出 它 的 各 分 
量 析 在 华 标 系 变换 下 保持 不 空 , 日 有 
gq19""=0, (56. 16) 
长 中 3 一 如 一]， G? = 61 :=0., 
和 通 带 油 张 最 代数 一 样 , 许昌 代数 中 过 有 两 种 基本 运算 法 则 : 


他， 记 芋 昌 E( 划 在 安 的 堪 司 ) 代 表 分 量 ( 芭 区 作 为 一 行 乘 以 矩阵 居 的 列 . 
，2350 。 


秒 波 ， 以 及 对 一 对 指标 的 短 缩 ， 下 个 旋 量 相 乘 给 出 一 个 更 高 穆 妨 
旋 盟 ; 例 妇 由 一 绪 许 如 六 异 三 秩 旋 量 #” 可 以 组 成 一 个 五 秩 旋 
居间 8， 村 此 标的 短 编 (4 对 :个 协 变 指 标 和 一 个 诸 变 指 计 ， 
的 各 个 分 如 求 和 ) 使 个 旋 重 降低 辣 秩 ,例如 庆 量 由” 对 招引 
和 ? 的 怎 缩 给 出 三 秩 许 攻 站 的 怎 缩 给 出 标量 ” 这 下 
有 一 条 规则 和 (56. 10) 式 赤 最 的 规则 析 倍 : 世 末 我 们 把 被 短 加 他 
两 个 指标 上 下 对 调 一 下 , 该 旋 昌 乱 变 一 符号 (即时 守 一 绢 四 ， 根 旭 
这 一 是 则 : 加 有 一 旋 最 对 某 凯 个 指标 是 对 称 的 , 对 这 两 个 指标 乱 强 
的 引 果 训 等 于 室 ， 因 此 ， 对 一 个 两 秩 对 称 诈 庆 区 ， 讲 来 ， 我 们 在 
»: 二 0. 

-个 RR 秩 旋 呈 如 吴 对 它 的 所 有 指标 事 是 对 称 的 ， 则 称 次 对 称 
旋 量 .， 从 扩 对 称 旋 景 出 发 ， 可 以 遂 过 对 称 化 手续 人 造 出 一 个 对 称 诈 
量 , 这 种 对 称 化 手续 ， 就 是 拒 所 有 指标 进行 各 种 可 能 的 对 换 ， 然后 
把 所 得 的 分 量 金 部 和 加 起 来 ， 如 上 所 檬 ， 从 一 个 对 称 洗 明和 蜀 分 晤 
出 发, 个 可 能 {通过 短 纺 ) 造 出 更 低 秩 的 旋 鞠 . 

见 有 有 二 秩 族 且 可 以 对 它 的 所 有 指标 反对 称 ， 因 为 每 一 个 指 忆 ; 
只 能 取 两 个 倩 , 在 工人 个 或 更 多 个 指标 中 , 最 少 布 两 个 指标 必然 会 取 
相同 的 数值 .从 而 使 恋 ( 全 反对 称 ) 旋 量 的 各 个 分 量 都 恒 等 于 零 , 仁 
意 一 个 二 秩 反 对 称 旋 民 等 于 一 个 单位 许昌 94 乘 上 一 个 标量 要 
据 上 述 理 出 , 我 们 可 得 下 列 关 系 式 ， 
和 他， 上 go 一 {06. 17 ， 
(其 中 的 六 基 任 一 旋 景 ), 这 是 因为 式 堪 的 表 式 是 一 个 三 秩 反 对 称 
旋 量 { 我 们 很 易 验 证 )， 
如 单一 个 旋 其 等 于 放量 节 。 的 自 梁 ， 对 其 中 的 一 对 指标 人知 缩 
后 , 另 一 对 指标 总 成 为 反对 称 的 : 
Pi py = PW,, 
和 如 上 所 述 ， 这 个 旋 信 应 读 等 十 庭 生 9;, 梯 上 一 个 和 标量， 这 个 标 置 ， 
» 251. 


关于 应 该 这 杆 来 确定 ， 使 得 灶 另 一 对 指标 再 短 纶 后 能 角 和 到 诺 珊 
的 结果 , 按 此 有 : 
Pie 一 扩 o 芍 ogw、 (56. 18， 


诞 量 六 的 各 个 分 时 是 六 ,的 复 具 弦 量 , 它 接 道 变 旋 量 间 党 
的 各 个 分 基 寞 接 , 友之 亦 然 ”因此 , 他 一 诈 晤 的 各 个 分 量 的 慌 量 于 
方 之 利 足 -个 布 变 层 ， 


8$57， 有 具有 任意 自 旋 的 粒子 波 函 数 


组 形 芭 地 进 过 任 演 詹 的 旋 基 代数 以 后 ， 现 在 可 以 转 信 下 一 -个 


问题 ， 研 窒 直 有 在意 自 旋 的 粒 了 波 函 数 的 性 质 . 
1 


这 个 间 题 琉 好 通过 自 旋 为 二 的 一 组 粒子 来 考 虚 。 总 自 施 z 分 
量 的 最 大 可 能 值 是 地 x， 这 是 由 于 对 季 个 粒子 各 人 及 ,一 评测 得 朋 
结果 《 亦 妈 所 粒子 的 自 旋 都 取 同 -方向 ， 沿 = 辖 )， 在 这 种 情形 
下 ， 我 们 可 以 明确 地 说 该 系统 药 总 自 旋 S 也 等 于 训 w 


这 时 , 这 个 多 粒子 系统 的 波 吨 数 由 (ou ra …, oj, 除了 由 去， 


到 ，… 上 二) 分 最 外 , 其 它 的 分 量 者 等 于 起， 如 果 把 这 个 波 玖 数 写成 


n 个 放量 的 乘 税 有 虐 式 彤 gw， 式 中 的 每 个 旋 基 素 霹 于 其 中 的 一 个 
粒子 , 那么 , 短 个 放量 中 只 有 由 由 一 工 的 分 显 不 乱 十 堆 . 内 此 只 
行 瑞 pv 业 各 小 尝 十 考 。 所 布 这 些 滋 积 的 集合 组 成 一 个 半 秩 旋 
量 , 并 有 卫 对 所 有 的 指标 对 称 。 胃 | 有 杂谈 换 公 标 了 系 ( 使 得 各 个 粒子 的 电 
省 不 再 补 2z 加 站 我 个 晤 可 以 得 到 -个 对 称 性 与 以 前 相同 但 站 有 普 
击 形 也 的 天 秩 不 一. 

流 圈 数 的 * 自 旋 * 性 夺 ， 实 质 上 束 丰 这 组 波 卫 数 对 坐标 系 的 施 
=。 2I2 9 


让 痢 半 所 共有 的 性 质 , 这 种 性 质 邓 十 省 旋 为 * 的 一 个 粒子 ,以 及 对 
十 一 28 个 自 族 为 工 的 粒子 所 组 成 的 总 自 旋 为 s 的 一 个 多 竹子 系 


统 , 畦 是 -一样 的 ， 因 此 得 出 绪论 , 自 旋 为 8 的 “个 粒子 ， 它 的 让 痢 
数 足 一 个 3 一 28 秩 的 对 称 诈 让. 

窒 易 证 明 . 一 个 28 秩 对 称 跷 后 的 独立 分 基本 确 下 告 于 25 .一 1. 
因为 28 个 指标 为 1， 鹤 个 指 拷 为 2 的 闭 些 分 景 是 相同 的 ;28 一 1 个 
& 标 为 1 有 一 个 指标 为 2 的 姥 些 分 叹 世 是 相 加 的， 以 此 类 舱 二 到 
有 芋 个 指标 为 1 有 28 个 指标 为 2 汐止 

从 数学 下 讲 , 各 种 对 称 广 时 提 做 了 一 种 分 装 六 案 . 用 以 公分 于 
标 双 旋转 上 肝 一 组 基 可 能 有 具有 有 的 各 种 变换 方式 ， 如 采 有 28.1 个 不 
网 的 其 , 变换 成 为 它 几 之 间 的 线性 组 会 5 同时 这 组 量 不 答 怎 梓 地 注 
行 绥 性 组 人 台 , 其 总 数 再 也 不 能 减少 ), 则 可 断言 ， 它们 的 变换 域 竺 车 
辐 六 -个 2s 秩 对 称 旋 英 的 分 量 的 变换 规律 任意-- 母 企 转 数 日 
的 消 数 , 当 坐 标 系 旋转 后 划 采 变换 成 为 它们 世间 的 线性 纪 合 . 这 组 
陋 数 就 可 化 成 (经 过 适当 的 线性 变 控 后 ) 一 个 或 几 个 对 称 汇 宇 . 

国 此 - -个 # 秩 任意 旋 生 多 ww 可 以 化 成 nn 牧 、n% 一 2 秩 , 天 一 4 
悉 … 的 对 称 旋 虽 , 共 实 际 步 县 如 下 . 把 旋 量 so.… 对 所 有 的 指标 对 
称 化 , 可 以 组 成 一 个 % 著 对 称 族 鞭 ， 其 次 , 诛 米 的 旋 量 $0,… 中 伍 
选 一 圭 指 标 加 以 短 缩 ， 可 得 其 有 区 竺 形式 的 各 种 mn--2 秩 舱 
晤 ,再 把 这 些 距 晤 分 别 对 称 化 后 ， 得 到 许多 m 一 2 秩 对 称 胜 站 。 企 
yw 中 把 两 对 指标 短 缩 后 , 再 拒 所 得 旋 屋 对 称 化 ,如 得 各 种 #2 一 4 
秩 洒 称 旋 景 , 如 此 类 推 ， 

我 们 再 来 确立 28 秩 对 称 旋 电 从 并 个 分 量 与 285 一 1 个 图 数 
Ko] 之 间 的 美 系 (其 中 的 ss 一 1 一 5]， 趟 列 分 星 


全 换 科 活 涪 ,种种 坊 称 序 引 构成 了 族 转 群 的 各 种 小 可 约 表 示 { 见 3983， 
* 253 ， 


中 ， 有 8s+r 个 指标 为 1 有 8 一 G 个 指标 为 2， 它 所 对 应 的 自 旋 
沿 z 加 的 挡 影 慎 为 o， 实 际 上 ， 如 果 我 们 报考 上 贱 % 二 2s 个 扯 族 为 
朱子 所 组 成 的 一 个 骤 统 . 来 代 桩 自 旋 为 s 的 一 个 粒子 , 则 上述 


分 量 相 当 于 下 列 线 积 ; 
sr 3 一 字 
Pl pes 


果 二 , 有 s 一 0 个 粒子 具有 自 旋 接 影 一 广 ， 克基 前 投影 为 去 (8 十 9) 
一 六 (一 一 和 ， 基 后 , 选择 上 述 旋 量 分 量 和 划 4z) 国 数 的 比例 系 
数 , 使 得 下 式 能 够 成 立 ; 

> | 人 Co 1? = | (57. 1) 


这 个 和 应 是 一 个 标量 , 因为 它 等 于 粒子 在 空间 某 -给 定 扎 的 几率 ， 
下 上 式 右 近 的 求 和 和 中, {8 十 中 个 指标 都 等 于 1 的 分 量 共有 
{28)! 
(Ss 十 如 


个 ， 由 此 可 见 , 函数 和 (cy 和 和 旋 晶 分量 间 的 关系 为 


Ei 


2s }1 11.1 332.7 
yo) = VY rer oo gi (57. 2) 


【57. 2) 六 不 但 保证 浪 足 人 条 件 (57,. 417， 而 且 容 易 证 朋 还 满足 下 
列 卉 普遍 的 条 人 性 : 
Pp Or po), (57. 3) 





254 。 


其 中 的 荐 和 pi 是 两 个 布 同 的 回 秩 放量 ， 而 节 fec)， 呆 足以 
(57. 2) 式 内 这 些 旋 最 所 导出 的 函数 . 《一 1)*-" 因子 的 来 源 是 由 于 
当 我 们 把 上 述 许 量 分 显 的 指标 全 部 上 升 后 ， 符 号 的 变更 次 数 乏 于 
漂 中 取舍 为 2 的 指标 数 . 

{55, 5) 式 秘 定 了 自 旋 算 符 作 用 于 波 遇 数 攻 (go) 上 乓 得 的 结果 . 
不 难 求 出 这 些 算 符 作用 于 具有 28 秩 旋 蛙 形 民 的 一 个 波 国 数 上 所 
得 的 结果， 对 自 族 为 二 的 情形 讲 来 ,函数 W( 二》 %( 一 二) 等 于 这 
旺 的 分 量 六 如， 根据 (55.6) 和 (55.7) 式 ， 自 旋 筑 符 作 用 在 这 些 
分 量 革 哆 绑 果 3 

(§,») i = (8 ,pi = i (1 

(C37, 4 

网 ss 1 An a ] -1 A 1 .a 

{Si = ， C8, ) a， (sp 一 可 

为 了 过 渡 到 任意 自 旋 的 一 般 情 形 ， 我 们 再 考虑 2s 个 自 旋 为 
的 粒子 所 组 成 的 一 个 系统 ， 并 把 它 的 波 函 数 写 成 2s 个 旋 量 的 乘 
和 该 系统 的 自 旋 算 符 壬 和 王 每 个 粒 了 予 的 自 旋 算 符 之 和 ， 每 个 粒子 
的 自 旋 筑 符 只 作用 于 该 粒子 的 旋 明 上， 作用 的 结果 用 (57. 4) 式 给 


出 ， 经 过 以 上 的 考虑 后 , 我们 形 阿 到 任意 对 称 旋 基 的 种 形 , 即 站 到 
自 旋 为 8 的 一 全 粒子 的 波 函 数 情形 , 斌 可 得 下 列 公 式 ; 


rr sr s+ rl sun+l 5 二 so 十 1] #3 一 ws 一 1 
mh pe mr 1 人 下 下 
入 二 | be 写 oY a 5 . 一人 ei i 
C82) = 
Ei Ei 3 二 sl sa 二! 全 于 ‘+l 2 一 一 | 
1 Le 一 
Sie go 一 3h. 下 号 : “人 "i 2 
Sy 了 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 
Fr 号 十 品 呈 一 下 
(8 py! 22… 二 上 gy 协 i122 -7 


到 站 前 为 下, 我们 把 基本 粒子 内 介 前 动 三 的 玻 才 多 杯 为 泛 晤 . 
但 扩 纯 形式 的 观点 帮 来 ,一 个 单 粒 子 的 白 旋 衣 动 量 , 和 忽略 内 i J 
构 的 任 一 系统 作为 一 个 整体 所 其 码 的 总 角 动 晤 . 两 者 没有 什么 
加 由 人 是 训 。 训 风 诈 机 下流 中 的 丰 才 介质 时 入 各 是 轩 j 的 
一 个 粒子 或 粒子 系统 的 波 同 数 jm 辐 样 适用 , 与 所 考虑 的 夺 月 省 
还 是 轨道 作 动 莉 无 关 ， 本 征 防 数 jm 在 举 标 系 转 动 证 的 变换 规 律 
5 2) 秩 对 称许 员 的 分 量变 换 规 律 二 问 , 必然 存在 着 -- 定 的 美 系 

tf 村 这 种 关系 时 ， 应 该 明确 地 区 别 波 晴 数 代 捕 于 入 动 世 找 是 
坦 的 两 个 不 隔 广 而 ( 当 ， 性 为 给 定时 ?， 可 以 把 识 冰 数 看 作 各 种 不 
辣 况 什 的 几率 概 幅 , 也 可 以 把 各 在 作 基 有 给 定 严 停 拘 不 征 瑚 数 . 

以 于 两 个 方面 我 们 己 在 $55 之 初 提 这 ,看 那里 研究 了 与 *: 算 

符 的 杰 征 值 s。=ean 相 河 应 的 "本 征 畏 数 ”"65,, ， 两 者 能 数学 区 由 和 畦 


别 明 显 地 到 现在 自 旋 为 。 一 亏 的 粒子 的 俩 子 中 ， 这 种 僻 影 下 的 日 


诈 孙 数 对 变量 oi 而 宪 古 一 个 一 秩 蓝 恋 广 景 ， 也 议 是 启 庶 用 这 英 记 
村 写 成 ， 因 而 对 oo 而 疝 它 是 一 个 协 灾 诈 曙 . 
这 种 情况 由 然 上 县 有 普遍 性 : 仿效 (57. 2) 式 ， 本 第 陆 数 六 jm 可 
化 成 27 牧 协 恋 对 称 旋 量 的 大 丘 分 及 局; 
jw/ 一 21 2 (57. 6) 


YY Fm RI 





了 十 只 了 了 一 娩 


角 动 量 ) 为 整数 的 本 征 冰 数 吕 是 球 谐 因数 六。 特别 三 J=1 


全 ”这 一 结果 也 可 用 另 一 方 起 导出 ， 如 果 翅 衣 动 县 为 了 的 粒子 态 的 这 函数 半 对 
本 征 消 数组 jn 展开 ， 兴 一 全 antim: 则 系数 en 为 不 避 m 居 的 几率 振幅 ， 在 这 个 意 


Pe 


义 下 .它们 对 应 于 自 旋 波 函数 的 “分量” 六 (mm)， 从 而 给 出 开 谈 换 规律 、 势 - 方面. 六 在 
室 间 某 点 之 值 与 所 选 的 素 标 系 泡 基 . 亦 虽 和 全 engya 总 一 个 椒 量 ， 与 (57.3) 式 的 村 


mE 
时 的. 更 门 看 到 as 应 控 : 一 1217"j% 型 措 ， 
:2 


的 重 


Fi i eos 0 i 3 Ps 


Fun Fi 时 .singfe: = Fi (m+in,), 


这 里 nn 为 径 欠 方向 的 单位 矢量 上 起 表明 ， 以 上 三 个 蝎 数 就 其 变 


换 性 局 讲求 . 和 -个 笑 景 8 的 下 到 三 个 分 基 相 当 : 


. i ， i ， 
” 区 1 一 一 -一 《人 1 一 一 -一 A — fts) 
pln z1 Pll 7 9 站 B11 3 
【DB7 .了 


将 此 式 与 (57. 个 式 比较， 订 知 一 个 二 秩 对 称 旋 朋 的 各 个 分 量 相 按 


下 式 表 为 划一 先王 的 分 量 


a Wi) (ity), 
(57. 8) 
或 
b= 全 -， $= — i), Wp :一 一 人 -F ig. 
(57. 9) 
太 之 ， 有 


G2 iT Fy $a Yi). 


(57, ]0) 
很 易 验 证 ,在 这 样 的 定 关 下 我 们 有 下 到 等 起 : 


i =a:b. 
起 中 的 sa 和 为 对 应 于 对 称 族 伟 多 2 
列 许 最 对 应 于 下 列 估 量 人 T， 


《57. 1311 
有 有 2 的 天 量 ， 不 难 验 让 下 





名 一 个 寺 你 话 凶 的 议 合 分 是 可 所 各 或 内 形 碟 , 不必 区 分 交加 和 学 太 ， 


人 xb. {57. 12° 
(957. 10) 芭 可 用 泡 利 逢 阵 缩写 或 





a “人 况 和 = 一 er 《57、 1. 
式 申 8 前 算 阵 指标 写成 上 指标 与 下 指标 的 形式 ， 与 如 的 旋 芽 拉 
标 乙 奸 相 对 应 ，. 上 式 的 来 源 安 易 通 过 一 个 特例 米 理 和解， 印 把 二 . 奈 


放量 %? 攻 作 - - 秩 旋 居 办 和 复 共 镶 旋 量 ”的 乘积 , 干 是 部 ”， 


对 是 ( 流 国 狂 为 总 的 烙 子 的 ) 扎 坎 平 志 值 , 它 电 然 居 一 个 和 无 太 . 

《57. 上 或 (537. 名 式 是 下 列 普 遍 规 则 的 一 个 特殊 情形 ， 一切 2) 
偶 人 牧 对 称 施 量 , 当 】】 了 为 整数 时 可 蓉 化 成 一 个 了 秩 对 称 张 最 .省 且 法 
张 归 在 任意 两 个 指标 短 缩 后 等 干 零 ; 这 种 张 曼 我 们 称 为 不 可 约 张 
重 ， 

这 一 敌 认 也 可 以 成 下 到 过 实 看 册 , 我 们 通过 | 个 对 
证 明 这 样 移 旋 量 和 张 是 具有 同样 的 独 下 分 划 数 (等 十 327- 一 1) 个 
果 把 所 研究 的 旋 生 看 作 某 些 一 秩 诞 昌 的 乘 和 1， 并 把 所 研究 所 时 
看 作 其 些 欠 量 的 滋 积 ， 则 旋 芋 与 张 量 之 间 的 分 景 英 么 式 就 可 通过 
《57. 8 到 (57. 107 式 导出 . 


钢 题 


1， 改 写 (57. 分 式 , 把 其 中 自 施 172 的 算 特 用 矢量 号 的 旋 奢 分 基 表 出 
解 ， 根 据 (57, 史 式 , 可 以 建立 矢 其 总 和 旋 其 9" 闻 的 关系 ， 定 义 (57. 41 
可 改写 成 
yp +). 
2， 京 自 施 算 舌 作 攻 下 自 族 为 1 的 粒 也 舌 营 波 函 数 上 所 得 的 公式 


号 及 数学 直面 进来 .一 个 寺 革 不 可 的 张 瑟 人 为 整数 ) 的 3j 十 1 个 分 晤 ,2j 十 1 个 
Fin 际 谐 郊 娄 ;以 及 27 秩 对 称 旋 基 的 27 十 ! 个 分 最 . 都 抢 出 艇 转 絮 的 同一 个 水 可 约 央 
5 


"238" 


解 ， 人 矢量 前 数 昌 的 分 量 与 族 基 分 卉 冲 拓 癌 的 法 系 已 由 (057. 3) 式 结 闻 ,这 
(57, 引 式 得 
#4 
二 
$= pp Sy i p= 0. 
盯 爹 的 公式 可 把 寺 式 申 的 x， 刀 2 请 指标 特 岳 只 换 后 得 到 、 这 些 公式 可 合并 
成 下 列 撒 式 
Si = — Lein yr 
复 天 星 昌 可 写成 日 = 8 二 1) 形式 ,下 中 的 和 和 和 为 实 先 晤 ， 适 当 碗 
摊 风 相伴 本 使 它 人 有 下 下 次. 各 所 确定 的 下 而 共有 这 样 的 性 质 , 使 得 自 
旋 请 j 设 池 有 法 于 方 古 的 接 影 值 兵 能 尝 于 士 工 


§58. 有 限 转动 算 符 
现在 回 到 旋 芝 的 变换 问题 ， 说 明 怎 样 用 坐标 加 的 转角 具体 表 
上 它 的 变换 和 又 数 . 
根据 角 动 量 算 符 ( 昌 前 情形 下 是 月 放 算 符 ) 醒 定 区 -这 轴 让 
下 把 它 庶 用 到 日 


旋 为 却 的 粒子 波 区 数 亦 即 - - 秩 旋 量 时 ,该 算 符 中 必须 令 和 - -2 各 


绕 同 一方 癌 转 动 有 限 角 由 的 转动 算 符 机 应 地 由 下 式 给 出 [参考 
(15. 18) 成 ] 


让 a {58.1) 


和 泡 利 拭 阵 的 任意 阴 数 一 样 (网 55 例题 DD， 上 式 可 化 成 党 利 抱 
阵 的 线性 式 ; 


0D, = cosly +- in Gsin-Lg. {38, 2) 
2 2 
拉 如 ,弹子 轴 转 动 时 ， 
Uh) = eos 5 六 : i 说， S11 9 


二 
=- 人 0) 《58.3 


0 ois) 
这 意味 着 诈 攻 的 两 个 分 扣 禁 这 样 的 转动 下 按 下 式 安 换 
»! {leit? iE 二 2 


特别 是 ， 转 动 27 角 ,， 放 县 的 分 及 绚 变 2; 任意 奇数 秩 钠 诈 贡 因而 
也 在 这 个 性 质 ( 乱 淮 55 未 尼 ). 
则 福 , 提 有 有 册 能 求 由 到 主 相 碟 六 禹 转动 攻 衣 凡生 换 年 阵 : 


cosLg fsin 从 


D(A) = | | ， 
i sin ER cos 记 纪 1 
Co8, 4) 
. eos 地 si 一 时 
Uy(@) ] 
一 sin- 二 中 cos 可 则 i 
我 们 可 注意 伙 # 贺 转 zt 角 的 籽 阅 , 对 此 ,有 
p= P=, 
即 
切 二 芭 1， 本 一 纺 3- {58. 5) 


现在 不 难 写 出 坐标 轴 任 意 转 动 仿 变 斤 兴隆 ， 把 它 上 为 确定 困 
动 的 区 秽 骨 同时 数 ， 

一 个 由 欧 昔 角 &，B， 2 定 多 的 谷 标 围 的 转动 ， 可 分 三 步 定 成 
《IT) 先 绕 三 轴 转 < 前 (0 二 a 守 2z,) 2) 再 绕 新 位 置 的 # 轴 (图 20 中 
的 ON 线 , 称 为 节 线 ) 转 B 衣 (0 所 Bz)，(3) 虐 后 绕 z 轴 (# 轴 的 
最 终 人 得宜 ) 转 ? 衣 (0 志 p25) 0D. 


drys Mr 到 家 训 人 和 标本 让 第 机 续 畏 二 加 呈 去 手电 证 共 系 ， 


此 处 的 欧 旨 和 六 民 屯 芝 中 营 用 1 厅 和 滨 一 葵 二 万- 第 3 定 间 的 开 估 莹 外 ， 丰 于 第 
二 六 转动 搞 证 不 是 组 轴 ， 帮 是 线 5 一 
证 直 但 表 蒜 角 角 ] 癌 的 奖 系 为 $ 一 十 池 ， 二 ， = 


* 260 + 





图 20 
吕 然 .a 和 8B 角 滤 是 新 人 种 相 对 于 zx 2 三 轴 芍 球 概 任 如 和 和 
Hd. mB, B08. 
1 华 标 轨 购 王 志 转 归 相 让 ,党 个 灾 岳 证 隆 汪 人 48. 3) 祝 (38. 二 
式 罗 二 个 外 阵 的 谎 积 : 


U0, By) = UU PT. {a), 
这些 第 注 相 乘 后 , 我 们 基质 得 


| cos 本 有 er sin fe 
Uta, B, ») = . (58. 6) 
一 sin sp er aos Ee 


查 雪 十 计 ; 疝 秩 让 时 可 该 一 秩 旋 早 的 分 明 米 栋 直 行 变换 ,但 兴 
在 物 由 应 用 中 .我 们 感 党 趣 的 未 足 施 时 人 关 导 的 安 换 规 律 , 剖 下 让 国 
入 [Pm 

令 明 数组 训 jwtit 二 总 j 一 J 一 力 摘 进入 动量 归 有 定 值 了 区 

" 了 看 了 + 


一 个 态 ， 用 的 是 TX 请 标 全 并 全 jpe 扩 述 | 司 - -小 态 性 用 Ty 2 
条 8 前 者 的 严 是 庆 的 值 , 后 者 的 各 咏 j' 的 位 ， 这 两 细 函 数 呈 # 
性 关系 , 我 们 把 它 写 成 下 到 形式 ; 


pim=: DD Co, B, VY mr (58. 7) 


系数 站 各 对 可 和 产 而 言 组 成 一 个 2j-: 1 维 汇 阵 ， 称 为 有 限 转 动 
上 拭 阵 六 72， 它 的 朱 阵 元 是 六 5 困 相 对 于 zzz 组 转动 的 欧 勒 角 && 
有,7 的 问 数 ， 

有 限 转动 拭 阵 可 以 通过 函数 gm 的 放量 表示 构造 出 来 j 一 5 
时 , 两 个 苗 数 区 (mm - 工 立 ) 构 成 一 秩 协 变 旋 灵 ， 按 (56. 13)， 从 
2 到 xyz 的 变换 起 由 (58.6) 式 的 矩阵 六 实现 , 履 育 = @ 其 
拒 阵 元 可 写成 . 
D2? 加 了 "2 i) ei 


其 中 a 全 ) 的 值 见 下 表 : 


mm m: -二 
2 2 
(y= LU cosl :nl (58. 8 ) 
人 2 本 08 可 8 sin 3 8 
1 . 1 1 
一 本 一 sin 六 及 cossb 


对 任意 的 了 值 , 函数 组 rm 与 27 秩 对 称 协 变 诈 量 分 量 的 基色 


rl 
岗 (57. 6) 式 ，2j 秩 旋 明 分 咯 的 变换 矩阵 就 是 2j 个 DY 拓 阵 的 
乘积 ， 基 中 的 组 个 所 阵 作用 在 一 个 许昌 指标 上， 把 这 个 乘积 乘 出 


A 
二 注意 (58.71 中 的 知 隆 指标 : 它 相 当 于 用 全 im 排 戌 的 行 去 鞭 革 上阵 五 的 列 
{58.71H 写 成 jn 三 [如 让 jm 与 (50,13); 式 一 致 . 
* 2 


来 ,并 殷 回 到 a 下 列 变 欣 和 皇 阵 : 
Di (a, B, vy) —e'™ qd tH) e'™, {58,. 9) 
闻 数 (BB) 为 由 


ti rea, (| ml(j—m )! )! 1 史上 十 全 
a (8) 一 | 亿 二 17 一 PT (ee ;8 ) 





于 中 了 一 nt 
x sin 二) Pyrar ”tm( eosp), 《58. 10) 


1 08B) -nl cosB)™ 


Pi hy 一 - 
(teos 朋 一 和 


x (TF 二 [{1— cosp}y "(i eosptd) "| (C58,11) 
称 为 雅 可 健 多 项 式 久 ， 我 们 注 必 到 
Pi {cosB) =(—1)*P'® (eo0sp). (58. 12) 
图 数 go 具 夺 一 系列 对 称 性 质 ， 这 可 从 (558. 11 和 158. 12) 六 
导出 , 但 直 度 其 转动 变换 系数 的 定 交 出 发 去 求 , 比较 简单 . 
外 隆 访 六 是 各 正 的 , 它 尽 转动 变换 抵 阵 , 由 于 (a, 8, ») 转动 的 
逆 变 换 是 {一 9, 一 2B, 一 0), 对 实 年 阵 &2 诚 有 下 列 关 系 : 


di (— A) — dr tf). 《58. 13) 
下 天 各 式 也 各 成 芝 : 
dA) = di nh), (58, 14) 
dT = (Dn,_m; 
arint— TT) = C—O. my 《58. 15) 


i {DY 一 Om 


人 号 计算 网 A,R. Edmonds, Angular Momenium in Quantum Mechanic 
Princetony 1957- 058.91 的 下 im 定 芝 和 Edmonds 池上 采用 的 不 同 之 处 ， 在 汪 对 换 
了 和 .本 书 的 定 关 在 外 埋 坟 程 中 显得 更 目 因 一些 

和 关于 这 种 名 项 妨 和 超 儿 休 红 数 的 关系 ， 见 数学 附 薪 e 的 te. 1) 碟 . 

了 


了 一 时， 出 ( 全 8. 中 式 可 着 关于 庄 成 星 执 成立; 推广 到 件 意 的 了 时， 
根 持 变换 和 拭 阵 的 上 述 构 造 方法 , 本 车 以 上 诸 式 成 二 
转动 一 衣 , 可 用 z 和 有 和 一 角 两 个 相继 转动 米 雹 成 : 
Hl tr — 记 )= di Crd (一 a) 


=i— Di "ad nm Ht), 
区 利 坟 《538.13) 让 可 得 
dont A) = ma). (58. 167 
红 辣 一 贺 转 动 两 深 ,与 转角 人 的 先后 次 序 无 闫 .人 先 转 一 户 侍 竺 辑 直 
自 , 将 得 同一 结果 ， 把 虹 结 灯 刁 0358.16) 式 比较 , 得 到 
狼人 (58. 17) 
由 (58,. 17), (58.14) 和 (58.13) 可 得 
dnp = CD a B= dB) .58.18) 
沽 用 (58. 43) 到 158. 18)7 诈 式 : 我 们 可 以 年 同和 全 重 阵 元 瑟 的 
各 种 亲 标 性 质 ， 特 别 是 , 邓 复 上 革 鱼 齐 数 有 
Domo, By) = Dt —a, B,—Yy) 
= 人 A,»). (58.19) 
从 数 党 下 讲 , 矩阵 DD 给 出 了 旋转 群 的 27 十 1 维 不 可 约 么 省 
表 江 (有 后 而 98)， 因 此 有 正 性 天 


| 有 有 yo - 


2 记 十 工 Oj jm i ms 
(58. 207 
其 中 d= ain Barad Ady. 
本 数组 对 下 标 扣 和 mm 的 正 交 性 为 因 于 erm"*"" 所 保证 :对 
虽 标 了 的 下 交 性 来 自 dm， 在 


1 
a - -~ 一 上 - 
[iain 2 dE) ， > sin fap 2 i 58. 21) 


+ 了 在 


最 失 ， 为 参考 计 ， 我 们 给 出 参 并 长 站 特 束 值 交 甩 个 上 和 政 
的 表 式 ， 对 二 1 我 们 有 





3 一 荆 U 一 】 
2 一 
1 了 工 (1 06058) -ai 2 0. cusp!) 
5 : ~ 2 了 3 . mp 
1 1 
dw pe sing cosp osiag 
1 1 ， 1 ， 、 
一 1 sl 98 月) 一 3inp tlteoag. 
~ 

(88. 22) 


对 上 整 数 j 了 -7 和 xa' 二 0, 由 (58.10) 和 (58.11) 式 得 


dF) = (— DD"dd (Bp) = 1) (0 mt pp "(0051). 
(58, 23) 
此 式 的 推导 容易 从 原 定 浆 558. 站 式 错 出 ， 我 们 把 (58,7) 布 边 的 
WB im， 的 人 性 指定 给 3 轴 ， 此 到 上 丰 1 了 了 一 
Far) 二 V6 D0: {38.24) 
六 堪 的 划 训 囊 旦 球 谐 上 的 妆 了 oa oY， 此 球 泥 角 丰 三 &，# 三 给 山 
2 加 的 方 门 ,将 {58.24) 代 入 {58.7) 式 ,得 


了 (Bo i al Di (a, 8, %), (58, 25) 


上 式 等 同 于 (58. 23) 式 ， 
有 最后, 列 出 凑 号 产 县 有 上 取 大 可 能 和 仍 时 的 二 数 形式 : 
有 有) 一 (—1) "ed 


- 1 
(2 1 eosit "1 psini- ”2 站 
ej | mR) TCO—} 1! 2 


{8.2 


= 2HI + 


$ 59. 粒子 的 部 分 极 化 
适当 地 选择 = 轴 的 方向 总 能 使 所 给 放量 办 ( 让 施 为 寺 的 粒子 


波 丽 数 ) 的 -个 分 量 (例如 如 ) 等 于 零 ， 这 是 因为 空间 方向 用 两 个 
参 县 (两 个 角度 ) 所 确定 , 这 名 是 说 ， 可 供 我 们 使 用 的 参 旦 数 , 正好 
等 于 欲 使 一 个 分 量 为 零 《 复 分 量 好 的 实 部 和 庶 部 部 等 于 零 ) 的 条 
件数 . 

从 物理 上 讲 来 , 这 表明 自 旋 为 的 粒子 (为 明确 起 见 ， 我 们 把 
它 说 成 是 电子 ) 如 果 处 于 基 一 自 施 波 阴 数 所 描述 的 坊 中 , 那 就 存在 
一 个 空间 方向 , 该 粒 子 沼 此 方向 的 自 嵌 投 影 具 有 o 一 雪 的 定 信 . 处 


于 这 样 的 态 中 的 电子 可 称 为 完全 极 化 的 . 

得 吓 也 存在 着 另 -' 各 电子 态 ， 称 为 部 分 极 化 态 ， 这 种 坊 古 一 
个 混合 访 (对 月 施 而 局 的 混合 态 ), 不 能 用 波 晴 数 摘 述 , 只 能 用 密度 
纤 陈 而 [以 撒 述 ( 参 时 8147)， 

电子 的 自 旋 密度 本 阵 或 极 化 密度 利 阵 足 - :个 二 秩 旋 是 p*. 满 
是 以 下 归 一 化 条 件 : 

p’= pl ps—1, (59. 1) 
站 潢 足 * 厄 窗 ”" 条 御 : 
(1 ) "= ps. (59. 21 
储 纯 自 旋 态 ( 妈 完全 要 化 态 ) 铺 形 下 ，a 可 以 化 成 波 国 数 名! 的 分 
量 乘 积 ， 
P= . (59. 2 

密度 犯 阵 的 “对 阴 " 分 量 PP 和 62 确定 了 串 了 和 有 许 的 = 分 其 

人 为 二 吝 和 一 评 的 几率 , 因 比 该 分 匡 的 平均 值 为 
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路 C39. 1 起 得 


已 
bo | 一 
“ol 
1 
全 
t= 
| 
| 
本 
— 
[ 呈 
Pr 
小 = 
Te 


在 纯 态 情 展 下 , sx = 中 士 zsy 的 平均 值 由 下 成 算出 ; 
3+ 二 Pt 
=p 
按 (85.6) 和 (55. 站 式 , 算 符 由 不 列 囊 阵 给 出 : 


.f/f0 TAN ， ( a 0 
4 一 4 上 » 
( 0 意 1] 0 


5 pi Be 1, 
与 此 相应 , 在 混合 态 中 有 


我 们 笃 


Dls—=8., pil=:8+, (59. 51) 
采用 泡 利 矩阵 , 可 把 (59. 4), (39.5) 合 借 成 
pi 一 于 (人 ,十 2 人 0 本， 《59. 6] 
中 此 可 见 ， 电 子 极 化 密 庶 矩阵 的 所 有 分 景 可 以 通过 自 旋 矢 全 
的 分 县 平均 信和 玫 出 ， 换 条 话说 ， 实 儿 明 5 完全 确定 了 自 庭 为 -的 
粒子 的 极 化 性 质 ， 在 完全 极 化 的 情形 下 , 这 个 矢量 的 一 个 分 量 ( 泛 
当选 反 * 轴 方向 后 ) 等 于 >-, 另 尖 个 分 景 等 于 零 ， 企 非 极 化 态 的 可 
反 情形 下 ， 三 个 分 量 都 等 于 零 ， 在 任意 部 分 机 化 和 任意 坐标 系 的 
一 般 情形 下 , 我 们 有 不 等 式 0<p<1 其 中 的 
p 一 2( 续 弛 1 3 1 
称 为 电 革 的 极 化 度 . 
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官话 介 为 s 的 和 烷 子 ， 密 襄 移 阵 旺 -一 个 43 息 放 全 PY we， 对 
前 28 个 指标 和 后 2s 个 指标 部 是 对 称 的 , 省 满 中 下列 条 性 : 
疡 2 一， (59. 7) 
a is (59. 8) 
计算 这 个 密度 拓 阵 的 独立 分 量 数 时 ， 我 们 注意 到 指标 六 中 … 
(或 Po 的 各 组 可 甫 值 中 ， 实 际 上 只 可 能 在 2s 1 组 布 同 鸭 
他 ,本 考 碟 到 p* ,so. 诸 分 旺 问 在 在 车 (59. 下 式 的 关系 因此 不 所 
分 明 数 等 于 {28 十 1)? 一 1 二 48(s 十 1}， 这 些 分 量 嚼 然 都 是 复 世 ,但 
(59.8) 式 表明 并 不 因此 而 增加 部 分 极 化 料 子 态 的 独立 分 量 数 .人 己 仿 
等 于 本 4s Cs 二 1 了， 为 比较 起 见 , 我 们 指出 ， 粒子 的 完全 楼 化 志 龙 
48 个 其 箭 定 的 (28 Fl 个 波 国 数 拘 和 旭 分 旺 次” 、 加 卡 一 个 昭 一 化 条 
忻 和 - 个 对 描述 状态 而 计 开 不 看 娄 的 公共 相国 子 )， 
放量 2 ,。 和 -~-- 切 48 秩 族 于 一 样 ， 每 辣 寺 一 引 148，48 一 2. 
0 秩 不 可 约 张 量 ， 在 日 商情 形 下 ., 对 每 一 个 束 数 讲 来 ， 只 有 … 
个 不 可 约 张 性, 这 是 由 于 旋 臣 6 的 对 称 性 ， 每 次 短 缩 时 只 能 
有 一 种 短 缩 方法 从 2, 中 ( 任 ) 选 一 个 指标 并 入 Pa, 中选 
一 个 指标 杠 短 缩 ， 除 吡 以 外 , 标明 (0 秩 版 员 ) 一 艇 不 存在 它 由 十 
条 件 (59. 而 变 为 1, 


$ 60. 时 间 反 滨 和 克 别 末 定 理 
嵌 子 力学 中 对 时 间 变 号 所 其 的 对 称 竹 , 到 上 映 为 下 列 事 实 . 刀 [ 果 
上 泵 潜 系 统 的 其 一 定 访 流 函 数 ， 邮 中 FF 则 太 扩 ”后 的 波 晴 数 ( 记 作 
纱 了 可 以 撕 述 问 一 能 明 的 某 一 可 能 态 ， 在 $18 未曾 经 指出 ， 交 ?等 
柯 于 复 共 箔 国 数 间 *， 这 一 简单 娠 人 论 , 怀 对 不 性 虑 自古 的 敌 耻 波 畏 
数 而 高 的 ， 当 市 让 放 寺 , 尚 锦 作 进 一 步 欧 修改 ， 





着 蕉 上 了 这 些 攻 秆 于 同 外 插入 了 和 估 振 汪 请 分 量 枯 关押 有 的 3 3 38， 洪 末 产 
入港 牧 的 洪 平 疝 体 . 这 些 证 本 范 化 成 访 区 次 的 沪 攻 [i 辣 性 35 例题 3 
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我 们 把 自 旋 为 s 的 粒子 攻 国 数 写 成 着 变 旋 量 镶 ” (28 秩 ) 形 
蕊 ， 查 当 变 成 复 共 斩 轩 数 由 ”后 ， 这 个 靖 数 却 挨 协 变 施 此 的 分 
虹 变 换 ， 国 此 时 间 反 犹 变换 相当 于 把 波 国 煞 多 生变 成 这 样 …: 组 
新 的 流明 数 , 它 的 苏 变 分 呈 按 上 式 傅 定 : 

功 《60. 1) 

给 定 了 一 组 指标 值 六 4 … 乒 , 一 个 旋 量 的 防 变 分 量 和 道 变 分 
恒 , 相当 于 小 辐 符号 的 角 动 最 投影 值 ， 因 此 月 国 数 se 表示 时 ， 时 
间 扩 注 相 当 于 把 贡 :- 守成 理 s,s 这 下 是 我 们 预料 胎 结 果 , 因为 有 有 问 
宽 写 时 要 改变 和 角 动 最 的 方 册 ， 由 人 0, 1) 式 给 出 的 精确 关系 为 

Wee Brat—1} °. (G0. 21 
可 殉 ， 叶 亲友 洗 撑 作 床 需 的 划一 1 详 近 意味 奉 下 网 变 换 六 : 
六 一 信人 一 

重复 操作 一 次 后 , 行 

Pa ot A 1, (60.3) 
可 和 外 具有 站 自 诈 为 葡 娄 了 时, 两 次 林 间 区 省 舍 恋 国 交 回 到 原作 : 加 时 
中 旋 为 平整 数 . 则 波浪 数 灾 导 ， 

现在 来 研究 任 一 多 往 了 系统 ， 进 粒子 间 县 丰 册 于 作用 .考虑 
了 相对 论 性 的 相 于 作用 以 所 ,一 般 地 涪 , 这 个 系统 的 轨道 前 动量 和 和 
日 证 朋 动 各 和 再 分 日 守恒 ， 有 具有 总 佣 动 量 本 好 守恒 量 ， 如 果 没 生 
外 场 存在 , 该 系统 的 经 个 能 绒 上 有 27 -1 重出 并 ,加 入 外 场 后 简 并 
有 所 卿 除 ， 产 后 的 门 题 虽 能 和合 招 条 并 完全 解除 ， 使 该 夭 统 只 在 站 
简 并 能 有 级， 这 个 问题 本 时 间 反 党 对 称 性 密切 相关 ， 

在 经 山地 动力 党 中 . 如 吕 时 间 变 导 时 岂 场 不 变 导 而 矿 场 变 叶 、 
则 方程 对 于 是 同 变 号 内 有 不 变性 ,区 运动 的 这 一 此 本 人 性质 , 攻 须 在 


了 注意 球 谐 消 数 的 女 目 彝 规 则 , 挫 538.31 藉 , 它 与 0090.37 的 一 般 规 电 呈 一 瑟 ， 
全 参 洛 第 .区 , 有 培 论 3 让 17 疝 可 亏 生 后 刘 时 111 之 卡 ， 
”在 + 


星子 力学 中 得 到 保持 因此 , 不 但 在 圭 闭 系统 中 , 面 且 .在 任意 外 二 
场 中 ( 当 磁 场 不 存在 如), 痢 应 共有 时间 反 湾 对 称 性 . 
条 统 波 圈 数 后 一 些 中 秩 旋 虽 网 二 两 倍 于 所 有 粒子 目 旋 之 


和 (2 一 2Y so 这 个 和 不 一 定 等 下 该 系统 的 总 自 施 3， 


好 贡 所 述 , 我 们 可 以 尘 定 ， 在 任意 电场 中 ， 波 图 数 太 其 人 芭 
演 东 数 必须 对 应 于 其 有 相同 能 最 的 坊 . 如 果 这 个 能 级 是 非 简 计 的 ， 
这 两 个 态 必 须 相 司 ， 即 共 波 仓 数 只 能 相差 一 个 常 内 子 [L 当 然 ， 两 漠 
都 必须 上 用 疝 型 的 ( 协 变 或 着 变 的 ) 旋 量 表 出 ]。 
令 由 一 Cya 或 用 (60. 17 式 写作 
外 (60. 4) 
其 中 心 是 一 常数 ， 上 式 两 运 都 取 复 共 因 ， 得 
pO 
把 式 赤 的 指标 下 人 降 , 同时 把 武 站 的 指标 上 逢 ,这 相当 于 上 式 两 也 彝 
以 909 着 对 2 一 等 指标 求 和 ; 国 时 在 式 右 应用 下 到 公式 : 
gues = (1) "gg 
结果 得 
RE i 
把 (160. 入 式 的 交 ** 代 入 上 式 , 我 们 得 
Pig —= CO— 1 CO i. 
紫 式 应 该 醒 等 地 得 到 满足 , 即 必 须 有 (一 "CC*=1. 但 由 于 C1 
永远 是 正 的 ， 亚 然 ， 只 有 于 是 个 数 时 (5 轩 和 王 s。 为 束 数 时 ) 才 有 可 
能 ，? 为 奇数 时 ( 纪 s4 为 平整 数 时 ) 条 件 150. 全 不 能 注 忠 .于 
出 此 得 出 结论 , 只 有 对 粒子 自 族 之 用! 为 整数 值 的 一 个 系统 , 电 


1 当 和 so 是 整数 (或 半 吾 葵 ) 时 ; 系统 总 自 旋 点 和 的 所 有 可 能 值 了 岂 者 是 整数 :成 
于 回 瑶 ). 
时 270 


场 才 人 站 可 能 完全 解除 简 并 ， 对 于 自 旋 之 和 为 和 芷 尾 数 的 系统 ， 在 怎 
折 所 有 的 能 级 都 必然 是 双重 简 半 的 呈 . 两 个 复 此 氏族 甘于 
应 于 其 有 疯 一 能 草 的 帅 个 林 同 态 立 ， 

机 作 一 点 数学 方面 的 芒 释 有 具有 实 常数 尼 的 (60. 4 式 ， 在 数 
尝 上 人才 当 于 旋 基 的 诸 分 量 能 仍 对 应 于 一 组 实景 的 策 件 ， 可 以 奈 拓 
佐 话 训 说 为 "5 的 条 件 写 奇数 的 藉 不 能 满足 条 件 (60. 41， 意味 痊 
没有 一 个 实 盟 能够 对 应 于 一 个 奇数 蒜 的 放量 ， 扩 之 ， 对 倘 数 的 
条 件 (60. 上 可 以 请 是 ,C 可 以 是 实数 ， 特 别 古 ,一 个 实 舌 量 可 以 对 
瑚 十 - -个 一生 对 称许 量 , 只 要 C1 时 (560. 轴 得 到 满 吓 : 

PY Wi 

[ 运 个 沸 太 037. 条 487.9}) 看 国 |， 如 =] 的 t60. 4 式 实 际 上 证 渤 
郊 人 赐 数 秩 的 寺 称 许昌 成 为 “ 实 ? 显 的 条 件 . 


向 虹 读 电场 及 有 高度 则 村 称 性 (并 者 对 称 性 )， 当 有 有 可 能 存在 四 惠 节 持 [ 套 考 
9 六 上 其 避 题 7. 
1, A, Kramers 19%t, 
注 从 字 而 上 上 讲 ， 把 旋 居 称 汐 实 胜 其 网 是 没有 意 蔷 匀 ， 国 为 它 移 复 共 轿 放量 上 共有 
布 同 的 变换 规律 
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第 九 章 ”粒子 的 全 同性 


$ 61， 同类 镁 子 的 不 可 分 辨 性 原理 

经 版 力学 中 ， 爹 同 粒 子 ( 襄 如 说 一 组 电子 } 尽 符 其 物理 性 质 华 
回 ， 和 可 并 下 基 去 它们 的 "个 刘 性 ”， 我 们 可 以 谈 想 这 些 粒子 已 企 并 
一 时 赣 " 编号” 随后 跟踪 它们 在 各 昌 玫 道上 的 运动 ; 国 而 这 些 粒 十 
可 以 在 任 一 时刻 加 以 宾 丽 . 

最 于 力学 中 的 悄 澡 则 先 爹 不同 。 我 们 早已 多 次 指 吊 ， 由 于 漠 
不 维和 局 理 ， 由 子 的 轨道 峰 念 不 再 具有 有 任何 半 交 ， 如 和 芋 革 一 时 刻 精 
确 地 如 | 提 了 -一 个 电 了 于 的 位 置 , 杂 使 企 无 限 接 近 的 随 语 寻 刻 , 它 的 绰 
标 不 盏 起 有 是 值 ， 国 此 ;在 亲 一 时刻 找 这 宪 电 字 吉 忆 定 位 和 组 号 . 
对 以 避暑 刻 的 明和 别 工作 滞 无 帮助 ; 在 洒 我 们 年 位 了 其 中 一 个 也 子 . 
则 在 另 一 时 到 的 宕 间 菜 点 ， 我 们 无 法 疯 出 和 这些 电 了 中 究竟 哪个 
电子 到 过 了 该 点 . 

由 此 可 多 ,在 最 壬 力学 中 , 我 们 在 原则 上 不 可 能 对 “组 癌 炎 粒 
子 进 行 个 别 者 踪 从 而 车 别 宕 位 ， 我 们 可 以 这 样 讽 ， 呈 地 用 党 中 隔 
全 同和 粕 子 笃 全 朱 去 了 它们 的 “个 判 性 ” 同 娄 粒子 企 物理 性 质 广 宇 
的 爹 同 性 在 这 里 具有 二 分 深远 的 意 羡 ; 它 导 莹 了 同类 粒子 的 元 从 
不 可 分 辨 性 . 

这 个 所 良 同 类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 ， 在 研究 同 奖 粒子 所 织 
成 的 量子 力学 系统 时 具有 根本 的 意义 ， 我 们 先 考 虚 只 含 两 个 巾 类 
入 于 的 系统 ， 由 于 粒子 的 爹 癌 性 ， 这 两 个 粒子 相生 对 换 后 所 得 的 
态 ; 必须 在 物 了 理 上 与 愿 起 过 全 相同 .这 上 襄 吓 说 ,对 模 的 结果 ,该 系 统 
的 波 茹 数 只 能 改变 一 个 不 重 坚 的 周 相 因子 ， 邻 罗 (51,53) 为 诸 系 统 
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的 波 函 数 ， 和 和 吾 分 曾 代 表 关 个 粒子 的 二 个 符 株 用- 个 自 旋 投影 
最 的 集合 ， 那 来 我 们 必须 有 
WOE, 62) - ep (Es, £1), 
关中 的 eg 是 基 一 实 常数， 再 把 它 对 换 一 次 , 就 问 到 原 态 ,; 同时 节 闭 
数 被 配 以 e” ， 关 此 得 6 或 ee 天 一 士 1， 牙 
PLE E20) -PE $1}. 

由 此 得 出 结论 , 波 师 数 只 有 两 种 可 能 性 : 上 或 者 是 对 称 的 ( 粒 了 
对 换 后 保持 不 变 ), 或 才 丰 反对 称 的 (对 挽 后 变 一 符号 ). 十 分 明显 、 
一 个 给 定 系 统 的 所 有 各 态 胸 波 函 数 必须 具有 相 问 的 对 称 性 ; 要 不 
然 , 由 不 同 对 称 性 的 态 县 合 而 成 的 一 个 状态 流溢 数 ,将 会 既 不 对 称 
区 不 反 这 称 . 

这 个 拉 人 这， 可 以 立 夺 排 广 到 和 企 疮 多 个 同类 料 子 所 组 成 的 系统 
中 大 ， 这 古 很 了 量 的 , 由 于 料 玫 的 全 加 性 ,如果 其 中 的 任意 一 对 粒 
于 呈 有 如 臣 所 述 的 某 一 种 性 质 , 和 警 如 说 ， 上 对称 的 波 函 数 ， 则 对 
这 类 粒子 中 的 仔 痘 坟 它 一 村 竹子 而 襄 ; 也 永基 在 回 样 的 对 称 性 . 因 
此 : 与 我 们 对 换 其 中 的 任意 一 对 粹 也 后 ;同类 粒子 的 被 函数 或 兴 积 
拌 不 变 { 因 此 也 可 以 说 把 其中 的 料 子 进行 任 闪 置换 后 , 读 波 负数 你 
持 不 变 ). 或 首 侍 对 损 一 次 变 -次 符号 ， 前 一 种 情形 称 为 对 称 的 波 
响 数 ,后 一 种 情形 称 为 反对 称 的 小 孙 数 , 

粒子 的 性质 站 下 对 称 的 还 是 旧 反 对 称 的 波 酒 数 来 描写 ， 这 取 
雇 于 该 类 粒子 的 本 上 质 , 轴 反 对 称 蝎 数 朱 述 的 粒子 称 为 避 循 费 密 - 炙 
喇 克 统 计 的 榨 子 (简称 费 密 子 )， 用 对 称 国 数 摘 述 的 粒子 称 为 避 短 
玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 粒子 ( 简 你 玻 色 子 ) 中 . 

三 这 个 术 说 , 涉 光 是 对 国 类 泣 邓 扶 丝 式 虹 完全 抑 休 所 应 尊 捕 的 那 种 统计 法 出 而 

言 的 : 其 是 的 粒子 其 有 有 区 对 称 揭 或 对称 遇 访 国 数 我 们 这 短 所 海 碟 的 ， 实 际 上 林 人 芭 是 

不 同 汶 统计 规 社 问 题 , 而 且 芷 此 三 不 阿 的 才 茸 产 律 千 是 , 费 密 统计 古旧 费 帘 本 1625 平 

守 对 电子 担 出 息 , 它 与 起子 办 学 胸 医 条 则 由 张 球 这 所 晴 且 生 织 个 ， 玻 色 统 计 吓 山 化 包 
时 好学 区 于 提出 的 ,并 被 要 因 拍 节 训 09323437 所 推广 . 

2273 ， 


根据 相对 论 量 子 力 学 的 即 律 . 可 证 ( 见 第 四 郑 , 8 25) 粒子 所 遵 
循 瑟 统计 法 则 种 其 自 座 具 有 单 值 美 系 : 自 旋 为 六 整数 的 泣 子 都 是 
费 密 了 , 自 旋 为 改 数 的 粒子 者 是 防 色 子 . 

发 全 粒子 的 统 让 ， 是 由 污 粒 子 中 所 含 的 费 窗 基 本 粒子 的 奇偶 
数 确 定 的 ， 因 为 对 换 两 个 全 同 的 复合 粒子 相当 于 同时 对 换 几 对 全 
间 的 基本 柱子 ， 玻 色 和 粒子 的 对 换 不 改 沈 波 函 数 ， 费 密 粒 子 的 对 接 
涩 变 波 函数 的 符号 ， 因 此 ， 含 有 奇数 个 费 审 基本 粒子 的 复合 粒子 
尊 御 费 密 统计 ， 含 有 偶数 个 费 密 基本 粒 于 的 复合 粒子 遵 特 玻 色 统 
计 ， 这 个 结论 当然 和 和 上段 所 述 的 一 般 舰 则 是 一 致 的 ， 因 为 一 个 复 
合 莹 子 人 的 自 旋 是 整数 还 是 闪 整 数 ， 决 定 于 它 的 组 成 中 帕 旋 痣 时 回 
数 的 粒 三 共有 侦 数 个 还 古奇 数 个 ， 

例如 ， 原 了 营 为 奇数 的 { 即 中 子 和 质子 的 总 数 为 奇数 的 ?原子 
楼 遵循 费 密 统计 ， 而 原子 晤 为 偶数 的 原子 核 遵 企 玻 色 统计 ， 对 原 
子 讲 来 ,除了 原 二 核 外 还 有 电子 , 它 的 统计 显然 由 不 子 量 各 原 了 褒 
之 和 的 奇偶 来 确定 . 

我 们 米 考 虑 一 个 由 丈 个 全 同和 粒子 所 组 成 的 系统 ， 粒 子 癌 的 要 
互 作 用 可 以 略 走 不计 ， 今 间 ，o， 为 馆 个 粒子 可 能 单独 具有 豚 
各 种 定 态 波 国 数 ， 给 出 了 各 个 粒 邓 所 占 的 各 种 状态 数 以 后 ， 该 系 
统 的 整个 状态 就 被 确定 ， 产 生 的 问题 是 怎样 用 加， 各，… 波 函数 
构成 整个 系统 的 波 函 数 人 

念 旭 ;2 ps 为 昼 个 单个 粒子 所 点 杰 【的 各 种 编号 数 ( 其 中 布 
些 编 号 数 可 能 相同 ). 对 干 一 个 疲 色 子 系统 , 波 函 数 加 (61, E28) 
是 田 下 列 乘积 对 不 同 下 标 Ph， pz;… 加 以 所 有 可 能 的 置换 后 求 有 给 
出 的 : 

pe, CE Pr (Ea) oo (Ex). (61. 1) 

这 个 求 和 虑 显然 具有 所 澳 的 对 称 性 、 例 如 ， 对 两 个 处 于 不 同 态 的 
榨 子 (和 过 及 所 站 成 的 系统 ,有 
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ME 


pt: £2) -- 坊 UP (ED WB (CEs) Wp Cea) Fs, (E12 (61. 2) 
引信 Ts 2 是 为 了 归 一 化 ; 所 有 的 加 六 国 数 都 是 正 交 的 .并 
日 概 定 是 归 - 一 化 的 ， 

一 般 情 形 下 ,; 对 于 粒子 数 六 为 任意 担 的 … 个 系统 , 归 一 化 波 的 
数 为 


tl 


$= (全 全 于) Es ED), (bis (Es), (61.3) 


式 中 于 不 同 下 标 ,Po，… ps 的 所 有 置换 求 和 , 六 ; 为 数位 部 等 于 ! 
的 下 标 个 数 ( 有 工交 一 克 ) 上 式 的 | 节庆 贡生 5 rw 积分 时 . 除 
了 每 项 的 模 城 平方 佳 以 外 所有 的 变 义 项 部 等 于 零 册 由 于 (61, 3) 式 
一 起 有 六 1 项 ,从 而 得 到 (61.3) 居中 的 归 一 化 
人 网上. 

对 于 费 密 子 系 统 ， 波 函数 区 是 乘 职 (61. 1) 的 反对 称 组 合 ， 对 
双 粒 本 系统 有 


bE 0) =F [Wy EY Es) — bo (Ea (E11. (61. 0) 


洲 访 个 粒子 的 一 般 司 形 ， 波 明 数 可 以 等 碟 -个 行列 式 ; 
jm ($1 ps, (62) "9 BW, (Ew) 
Po CE) Pr, 【二 二 机 Vr, (Ew) 





办 二 一 一 一 (681. 3) 


| 





Pa ED) por (ED ps (Ey) 

交换 两 个 粒子 相当 于 行列 式 中 两 列 对 摘 ， 合 上 式 变 号 . 
由 C61. 起 式 可 得 下 列 重要 结论 ， 如 时 在 ,pp,… 中 有 两 个 数 
值 相同 , 行列 式 中 就 有 两 行 相同 , 这 个 行列 久 等 于 零 ， 上 只 有 当 Pi， 


人 在 呈 53~63 由， 对 吉 的 积分 帮 时 开 散 内 纪 括 对 从 标的 和 全 以 明 计 ag 后 虑 
和 |. 
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Po 之 住人 金 部 不 间 村 ， 庆 个 行 到 过 站 不 答 二 零 ， 由 此 可 见 ， 出 亲 
入 发 窗 统 计 的 上 问 类 粒 字 所 组 成 的 系统 由， 不 可 能 有 有 遇 个 {或 亚 多 
个 ?粒子 在 同一 村 肇 处 于 同一 态 ， 这 就 是 泡 利 原理 (1923). 


$62. 交换 作用 


不 考 腻 粒子 日 旋 的 苹 定 耀 方程 以 及 由 它 求 出 的 结果 并 不 是 毫 
无 用 处 的 .因为 粒 于 之 问 的 电 作 用 与 粒子 的 自 旋 无 关 岂 ， 从 数学 
王 证 素 ， 这 就 是 说 其 在 电 作 用 的 多 粒子 系统 ( 设 有 磁 雹 ) 的 哈密 顿 
量 不 舍身 旋 算 竹 ， 把 它 诈 出 在 波 图 数 上 不 影响 自 放 变量， 由 于 这 
一 点 , 波 睛 儿 的 标 一 个 分 是 ， 实 际 革 都 能 满足 这 个 藤 定 请 方程 ; 接 
全 话 说 ,这 个 多 粒子 系统 的 波 孙 数 可 以 号 成 下 列 来 积 形 式 : 

PEG) = 和 (TD Ta PEI, Fay) 
共 中 的 由 多 笋 只 依 球 于 粒子 的 举 标 , 而 类 国 数 只 依赖 十 往 子 的 自 
诈 ， 我 们 把 前 形 称 为 坐标 流 国 数 或 轨道 波 哆 数 ， 把 后 者 称 为 自 旋 
滤 冰 数 ， 芒 定 请 方程 实质 上 只 硝 定 举 标 图 数 有， 留 下 一 个 玉 定 的 
考 力 数 ， 在 基 些 场合 , 当 我 们 不 需要 沽 虚 粒 子 自 旋 的 时 候 ， 我 们 就 
可 以 应 用 菲 定 这 方 程 并 拒 波 隙 数 看 作 仅 是 坐标 的 函数 ， 正 象 我 们 
运 今 为 止 所 慌 的 那样 

但 应 指出 ;尽管 粒 - 广 闻 的 电 作 用 与 自 旋 无 甘 , 读 系统 的 能 惧 埃 
与 总 日 旋 存 在 着 - 定 的 特殊 关系 ， 这 种 关系 最 终 讲 来 是 由 同类 粒 
子 的 不 可 分 准 性 原理 产生 的 ， 

我 们 来 苦 虚 一 个 只 售 两 个 全 同 粒子 的 系统 .求解 臣 定 评 方 程 
可 得 一 系列 能 级 , 每 一 能 级 有 一 个 确定 的 坐标 波 芒 数 gp(r, Tri) 与 
之 料 应 ,这些 波 阴 数 必 须 是 对 称 鬼 或 区 对 称 的 ， 因 为 , 粒子 的 全 同 
杜 使 得 谈 系 统 的 哈密 顿 转 (从 而 还 寡 它 移 苹 定 刘 方程 } 对 粒子 的 对 
”这 只 在 此 相 村 沦 这 位 中 才 是 正确 的 , 考 慌 了 相对 从 效应 后 ,带电 粒子 问 的 作 
肌 与 自 旋 韦 美 ， 
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换 保持 不 变 , 如 采 能 级 都 是 无 简 间 的, 周 坐 标 i 和 ta 对 换 后 for 
ry) 函数 只 能 改变 一 个 党 因子 ; 扫把 它 对 换 一 次 ， 我 们 就 可 以 证 明 
这 个 带 因 子 只 能 等 于 外 十 1. 

先 设 粒子 的 自 施 等 于 霍 ， 这样 的 粒子 根本 不 存在 自 旋 困 千 ， 
国 疹 波 函 数 化 为 一 个 坐标 藻 数 w (ri, rs)， 这 个 函数 必须 是 对 称 的 
(由 于 让 旋 为 零 的 粒子 服从 素 色 统计 )， 这 样 一 来 ， 由 荚 定语 方程 
解 得 的 能 级 实际 上 不 能 全 部 存在 ， 亦 即 其 中 对 应 于 反对 称 函 数 9 
的 能 级 对 这 个 系统 是 不 存在 的 . 

两 个 全 辐 粒 于 的 对 换 , 相当 于 华 标 系 { 以 这 两 个 粒子 的 联 线 中 
点 为 原点 ) 的 反 演 变换 ， 另 一 方面 , 反 演 的 结果 是 范 数 多 出 一 个 
(一 1 网 子 , {为 这 两 个 粒子 相对 运动 的 轨道 角 动量 ( 见 : 30)， 这 
一 考虑 和 上 上段 所 得 的 结论 比较 , 我 们 可 以 肯定 , 两 个 自 旋 为 零 的 问 
类 粒 了 所 组 成 的 系统 只 能 具有 偶数 值 的 轨道 角 动 莉 . 


其 次 ， 披 定 该 系统 是 由 自 族 为 5 的 两 个 粒子 (譬如 说 电子 组 


虑 的 ， 那 林 ， 读 系统 的 完整 波 函 数 [ 即 mtrl，r2) 限 数 和 自 旋 症 数 
X ol aa 的 次 用 对 这 两 个 粒 了 的 对 换 攻 须 芭 对 称 ， 刀 来 玛 祭 疼 
数 是 对 称 的 , 自 旋 国 数 威 必 须 反 对 称 , 或 则 及 之 ， 我 们 把 自 诈 晃 数 
号 成 诈 贡 形式, 它 是 一 个 两 秩 旋 量 X*， 站 中 的 笠 个 指标 对 应 于 … 
个 粒子 的 自 许 ， 对 称 旋 最 CX 二? 对 应 于 这 两 个 粒子 白族 的 对 
称 殴 数 ， 反对 称 旋 量 (X* 一 一 2 对 雇 于 上 反对 称 时 笋 ， 但 是 我 们 
知道 ,一 个 二 秩 对 称 旋 景 描述 总 日 旋 为 1 的 系统 , 反对 称 旋 量 则 可 
化 成 ~ 个 标 景 , 它 所 对 应 的 总 自 施 等 丁 零 ， 

由 此 可 得 下 到 结论 ，5 芯 定 这 方程 的 对 穆 解 多 (ri, rz 相对 过 
的 能 级 , 只 有 读 系 统 的 总 自 旋 等 于 零 的 时 候 , 亦 基 这 两 个 电子 的 自 


个 在 简 并 时 ， 我 们 可 以 把 属于 同一 部 级 的 那些 简 并 小 也 数 适当 地 线性 组 滞 电 
到 ,使 得 庆 个 条 件 代 证 庆 品 ， . 
s» TF 


族 委 此 度 王 行 "全 得 总 帮 族 等 下 零 的 时 候 , 才能 存在 ， 另 一 方面 
到 对 称 随 数 ofri ta 所 对 应 的 那些 能 名 . 要 求 总 自 施 值 等 于 1, 也 
联 且 这 两 个 电子 的 自 旋 必须 航 此 “平行 ” 

换 向 话 详 ， 冤 电子 系统 的 炙 些 能 景 克 许 情 依 转 于 该 系统 的 总 
自 旋 ， 由 于 这 个 原因 ， 我 们 可 以 拒 这 科 信 精美 系 说 成 是 粒子 同 的 
一 种 尾 殊 作用 的 千岁 ， 这 种 作 朋 称 为 "变换 年 帅 "， 它 是 一 种 站 入 
的 量子 敬 应 ， 过 渡 到 经 暴力 营 和 限 情形 时 就 (和 上 自 旋 一 样 地 全 部 
消失 . 

下 列 和 情况 是 我 们 所 讨论 掏 双 电子 系统 所 特有 的 .每 一 个 能 级 
对 应 于 一 个 确定 的 自 旋 值 : 9 或 1. 以 后 将 会 禁 到 (8 63), 白族 值 与 
能 级 之 疗 交 这 各 单 值 对 应 关系 ， 刘 人 尾 汪 数目 的 多 电子 系统 中 仍然 


成 训 ， 但 是 , 自 话 大 也 元 的 粒子 所 组 成 的 系统 并 不 具 备 这 样 能 
性 质 . 


我 们 来 若 骨 一 个 双 粒 子 系统 ， 每 个 粒子 的 自 旋 为 8 这 个 夭 
统 的 和 卢 许 波 图 数 是 一 个 48 秩 诈 量 : 


中 
he 

内 站 记 
* ， 


其 中 的 -- 平 (2s 个) 指标 对 应 子 一 个 粒子 的 月 旋 , 另 一 半 指 标 对 应 
于 另 - -不 粒子 的 下 旋 ， 这 个 诈 虹 对 每 一 组 指标 而 言 是 分 别 对 称 
和 的， 两 个 斑 子 的 对 换 , 相当 十 把 第 -组 的 所 有 指标 4 wu, … 和 第 - 
骨 的 所 有 有 指标 p. 0，… 相 对 换 ， 为 了 求 得 总 自 旋 为 8 的 自 施 山 
数 ， 汪 六 旋 总 必须 短 缩 掉 28 一 8 对 指标 (每 对 指标 中 含有 2. … 
中 的 -个 指标 和 p，0，… 中 的 一 个 指标 )， 并 且 对 其 余 的 指标 对 
称 化 , 结果 得 到 一 个 28 秩 对 称 旋 量 ， 我 们 知道 ， 旋 旺 对 -对 指标 
的 短 缩 ， 意 哑 着 对 这 些 指 标 进行 反对 称 组 合 ， 困 此 当 粒 子 对 换 以 
后 , 有 旋 波 函数 将 乘 以 (--1D)2 
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另 一 方面 ; 当 梓 了 对 换 让 后 , 双 粒 子 系统 的 完整 波 陡 数 必 届 莱 
bi—1}- eu s 为 占 数 财 对 Li 3 为 于 台 狼 呈 洪 以 - 1， 根据 
这 一 点 , 绕 标 波 函 数 移 对 换 对 称 性 由 (一 1) 因子 所 纵 出 , 它 只 和 3 
有 疾 ， 出 此 得 出 结论 ， 由 两 个 爹 同 粒子 所 组 成 的 一 个 系 统 由 谷 标 
波兰 数 , 当 总 自 施 为 偶数 时 是 对 称 的 , 奇数 时 是 反对 称 的 ， 

辣 | 忆 前述 粒 巴 对 换 和 化 祈 系 反 注 间 的 关系 , 我 们 还 可 以 注定 

当 系 统 的 自 旋 8S 为 偶 ( 奇 ) 数 时 ， 读 系统 只 能 具有 偶 ( 奇 ) 轨 道 角 
动 最 

在 这 里 还 可 以 看 出 ， 堵 系统 的 能 量 介 许 值 和 总 自 旋 之 间 也 在 
丰 着 一 定 的 关系 , 得 已 这 种 关系 不 一 定 是 单 值 的 ， 对 应 于 对 称 ( 反 
对 称 ) 尘 剑 波 于 数 的 各 种 能 级 中 ,有 可 以 竺 于 人 性 -一 个 ( 奇 ) 数值 . 

民 在 瑟 计 算 ” 下， 该 系统 中 具有 全 数 或 厅 数 信 的 不 辣 居 者 
各 有 多 少 个 ， 太 可 肥 2s 1 个 不 同 傅 : 2s, 2s-~1,…, 0， 任 一 给 守 
的 8, 又 有 283+I 个 自 旋 z 分 草 值 不 同 的 态 [ 因 此 -起 有 (2s :1): 
个 不 同 态 1， 设 s 为 整数 , 则 在 28 十 I 个 个 辐 的 全 值 中 ,有 s 二 1 个 
是 偶数 ,有 s 个 旺 和 有 有数 ， 兵 有 偶数 妨 值 的 总 志 数 共计 为 


SY 25+1)= (28+1) (s+1); 


上 息 = ,2 
剩 下 的 8(2s 十 切 个 态 县 有 奇 牙 的 咏 值 ， 同 理 ， 当 s 为 半 避 收 时 ， 
我 们 发 现 失 有 sf25 工 1 个 态 具 有 个 致 的 88 人情 ，(sTi(2s 二 1 个 
春 具 有 人 符 数 的 点 值 ， 


全 题 


1， 抬 由 子 半 的 作用 在 作 微 殷 , 冰 恬 电子 系统 和 的 能 级 的 交换 分 列 . 
解 ， 褒 站 了 分 刊 ! 币 孝 碟 它们 问 前 相互 作用 ) 处 于 厚道 流 申 狐 沟 名 7y 守 
Pa tT 由 坊 中 ， 人 的 对 称 洒 积 和 区 河 称 汪 积 , 分 痹 对 说 于 系统 起 卓 流 号 一 " 
和 与 =1 的 情谊 ; 
= 2793 ， 


] . . . 
PE -Fl (P12 a Fa) FT Pa {m1) ]。 


粒子 相左 作用 算 答 Ufrs-…r.Y 在 这 两 种 态 中 的 平均 值 分 别称 于 4 士 了 其 下 的 


4=| Ul Ce) [3] a {ra) J2dV AF;, 


了 一 a CrP ra) Pa (TF2) PE CLOF LaF 


tJ 称 为 蛮 换 积分 1， 由 此 可 凡 , 浴 了 不 具备 交 措 性 睹 的 玉 加 情 数 4 二 以 全 仇 
级 位 移 分 别 为 A 一 J ,AB 一 一 J( 下 标 表 共 必 的 位}， 这 些 艇 什 可 以 在 作 卡 
关 自 旋 变 换算 符 ? 的 本 征 仁 : 

VF.= 一 全 -J (十 4 入) (1 


(Si sz 的 村 征 值 见 和 55 是 2， 

例如 ， 如果 这 两 个 电 子 届 了 于 不 同 的 原子 ， 则 原子 间距 及 增 大 时 交换 和 分 
此 数 式 地 训 跨 ， 由 了 的 被 积 国 数 的 结构 显然 可 以 看 出 ， 这 个 积分 式 下 决 于 
par 和 afrs) 波 函 数 的 " 重 秋 程 庶 " 殷 据 分 立 庶 状态 波 且 数 的 渐 近 式 - 见 
(21. 6) 式 ], 可 得 





1 一 一 一 一 一 一 1 
de tr xx 一 元 Y 2m| 吾 | ， fz = dm E:|. 


五 |; 河 | 五 : 分 别 方 这 两 个 原子 中 的 电子 能 绩 . 

2， 与 上 是 间 , 过 六 统 为 兰 个 电子 

解 ， 根 据 大 1 中 的 (1) 忒 ， 三 电 革 系统 的 "成 对 作用 " 世 换 算 符 可 写成 下 
而 形式 : 


P= Tf,, (去 十 下 小 (1 


趟 中 按 粒 于 对 13，13，23 未 和 5 .总 谍 笠 对 广 诈 值 5 oi 不 回 的 丰 而 主 访 
年 阵 元 可 用 G5 合式 人 确定 , 开 等 于 
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多 嘻 区 最 壬 合川 这 个 科 入 ， 
"8 


9 I Ed = 上 了 二 3 = 
竺 求 总 目 旗 投影 Us- mc 二 ea 有 在 瑟 大 党 计 值 咖 民 s= 二 -如 的 能 
2 


重 , 也 就 是 总 自 旋 8= 三 时 的 能 蜡 , 由 算 狂 (3) 的 对 角 手 阵 元 算出 : 
奥 硬 :ya 一 一 《is 十 :十 ssh。 | 
其 次 ， 来 计算 形 *= 工 的 春 ， 这 个 is 值 训 忆 用 三 种 不 同方 式 实现 , 妈 


cu za cs 由 的 一 个 可 以 分 别 等 于 一 本 ( 共 余 两 个 为 十 ) 因此 , 对 这 些 坊 讲 来 ， 
我 们 种 到 … 个 兰 狭 入 期 方程 ， 如 果 坟 次 到 这 个 方 强 的 -个 根 应 屋 等 于 我们 
已经 求 出 的 8= -在 的 能 量 ， 则 方程 式 的 求解 可 以 大 大 简化 ,这 个 久 期 方 各 
可 以 被 AE 一 AE,ys 所 降 足 :根据 这 一 点 ， 我 们 可 以 不 必 算 出 兰 次 方程 式 中 
的 常数 项 于, 

从 名 期 方程 式 算得 

AE Cis Tt es) (ME)? 

十 十 省 1 可 as 十 dd 13 一 fi 十 TE i) 1] 丰 届 十- "二 0, 


紫 式 除 以 AE 十 Jis 二 Jw 十 Jas 后 ， 即 可 求 得 8= 忆 态 的 两 个 能 级 
上 五 ,一 十 | f 十 Js 十 过 ss] 一 Tray 
凤 此 一 起 有 有 三 个 能 级 ,号 和 6 题 1 中 答 独 的 能 级 煞 一 臻 ， 
3.， Ber 核 在 什么 状态 下 可 以 衰变 成 为 两 个 台 粒 子 ? 
解 ， 由 于 & 粒子 不 六 在 自 族 , 两 个 & 整 证 所 组 成 的 系统 只 能 及 有 人 眉 轨道 
前 动 短 ( 邯 浇 系统 的 总 角 动 员 ), 它 的 状态 为 侦 态 ， 大 此 Bes 车 之 态 只 有 等 于 
岂 衣 动 让 为伍 歼 的 偶 态 时 , 上 述 甘 变 才 有 可 能 实现 ， 


#63， 置换 对 称 性 


根据 只 会 两 个 粒子 前 系统 的 考虑 。 我 们 已 经 证 明定 坊 的 众 标 
波 隔 娄 Crit 芭 有 是 对 称 的 或 反对 称 的 .在 - 般 情 形 下 ， 系 统 
出 任 巧 客人 信人 生 同 此 子 所 组 成 ， 鞭 定 裹 方程 之 解 ( 坐 标 波 玉 数 ) 对 任 


呈 对 粹 子 数 较 多 的 系统 直行 业 似 的 计算 时 , 这 一 方 尖 竺 别 有 用 . 
= 28I * 


童 风 个 粒 节 的 对 换 而 言 不 一 定 对 称 或 反对 称 , 不 象 完整 波 函 数 ( 它 
和 包含 了 自 话 因 于 ) 那样 必须 具有 对 称 或 反对 称 性 ， 这 是 办 为 , 只 对 
换 这 两 个 粒子 的 级 标 , 并 不 等 于 这 两 个 粒子 的 物理 对 柳 . 粒子 的 物 
理 全 同性 在 这 是 只 能 导出 哈密 屯 量 对 粒子 对 换 的 不 变性 , 因此 如 
有 革 一 防 数 为 醉 定 启 方 程 之 解 ， 则 读 泡 数 中 的 各 种 变量 进行 任 间 
轩 换 后 ， 所 得 的 各 种 钞 数 也 都 是 该 汾 各 之 解 ， 

我 们 先 对 一 般 髓 对 换 章 题 作 儿 点 说 明 ， 在 入 个 粒 闻 所 组 成 的 
系统 中 , 一 共有 六 1! 种 本 同 的 置换 方式 ， 但 想 所 有 的 粒子 攻 编 上 了 
号 码 ， 答 -种 笑 换 , 就 可 以 用 1, 2 ，… 等 号 码 的 一 个 固定 序列 表示 
出 来 . 从 号 码 的 自然 序列 1, 2, … 出 发 . 通过 莹 地 对 的 玉 续 对 换 可 以 
香 到 各 种 序列 ， 按 照 对 换 的 总 次 数 龙井 数 次 还 吓 奇数 次 ， 我 们 把 
对 换 完 毕 后 所 得 的 置换 分 别称 为 偶合 换 或 奇 置换 今 六 为 NN 个 
粒子 的 置换 算 符 ; 并 引进 65, 当 殖 为 偶 兽 换 必 Sa 等 辽 1, 卫 为 奇 园 
换 时 3e= 一 1. 旭 果 函数 所 对 所 有 粒 了 全 部 对 称 , 我 们 有 


Pq = 9, 
如 困 多 对 所 有 粒子 爹 反对 称 , 则 有 
Pr =8pp, 


从 任 一 里 数 六 (ro rary) 出 发 ， 庆 过 对 称 化 运算 可 以 编 出 
一 个 对 称 范 数 , 这 个 立 数 可 写成 


psym= 常数 pp， (63. 1) 
Pp 
哉 中 对 所 有 可能 的 时 换 求 和 ， 通 过 交 蔡 运算 示 可 以 给 出 一 个 反对 
称 函 数 ， 这 全 国 数 可 写成 
Padt-= 馈 上 数 :: S16 Pg. ‘fF3. 2) 


现在 同 过 来 研究 全 问 和 粒子 系统 的 波 坪 数 w 所 天 有 的 中 猴 性 
。 282， 


质 衬 ， 该 系统 的 哈密 颗 股 对 所 有 的 粒子 对 称 ， 这 一 事实 欧 数 学 合 
多 是 , 人 各 所 有 的 习 覆 算 答 户 者 对 易 ， 但 是 这 些 置 换算 符 并 不 古 
第 此 对 另 的 , 内 而 它们 不 能 同 夺 对 角 化 ， 这 就 表明 , 我 们 挑选 不 出 
这 样 的 一 组 波 函 数 p 来， 使 得 每 一 个 瑚 数 四 对 所 有 的 对 换 保 持 对 
称 或 区 对 和 区 多; 

我 们 来 求 函数 p (ro ra …, rx) (或 -组 这 祥 的 函数 ) 对 对 个 变 
年 的 冠 换 测 言 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 , 这 种 对 称 类 型 必须 姨 * 不 
能 增添 "的 , 这 就 是 说 ， 对 这 些 函 数 进行 任意 的 对 称 化 运算 或 交 敬 
运算 后 , 或 者 变 上 成 原来 产 组 函数 的 线性 组 合 , 或 者 变 成 十 等 于 零 ， 

我 们 已 知 有 有 两 种 运 和 ， 它 们 所 给 出 的 函数 信 有 景 大 可 能 的 对 
称 人 性， 这 雍 是 对 所 有 变 昔 的 对 称 化 运算 ， 以 及 对 所 有 变革 的 交替 
和 运算， 这 样 的 运算 可 作 如 下 的 推广 

我 们 把 六 个 变量 rra tr (或 者 换 -- 个 说 小 也 是 一 样 ， 把 
个 下 标 1, 2, …, 双 ) 分 瞩 几 组 , 各 组 分 别 含 有 六 Na, … 个 元 素 
( 即 变 显 ); Na 一 站. 这 一 分 划 可 以 用 一 个 图 形 ( 称 为 声 氏 
图 ) 表示 ，Wi Ws,… 等 数 分 别 等 于 图 中 各 行 所 含 的 格 数 【〔 例 如 图 
21 中 ， 人 分开 表示 入 -22 的 6 二 和 4 十 4 十 3 十 3 十 1 十 1 分 割 和 7 十 5 1 


图 21 


天, 这 个 问题 相当 于 寻求 蚤 个 元 素 的 置 挠 群 所 论 其 有 的 省 种 涉 
可 名 豆 流 ， 和 换 八 ( 碟 容 为 对 称 群 ) 的 数学 理论 的 详细 叙述 可 参考 上 列 各 蔬 ， 量 者 
iWeyly, The Theory of Groups and Quantum Neehanics, Methuen, 
London I931 M. Hiamermesh, Group Theory and its Applicalion to Lhysi- 
cal Problcens. Pergatmon, London, 13862; LG.Kaplan, Symmetry of Many- 
Electrol Svsteins, Academic Press. New York, 1974. 


局 。 由 含 丙 个 于 子 的 系统 和 除外 , 因为 它 贡 有 一 个 交换 算 符 ; 可 以 和 喜 同 时 寺 角 化 ， 
® PEF 


5 -3 二 1 二 1 分割 站 把 1,2,3,… 等 数 分 别 填 入 每 格 中 (每 格 中 填 进 
一 个 数 ).， 如 果 我 们 按 格 子 数 的 递减 次 序 自 圭 而 下 把 各 行 排 好 (如 
图 21 据 示 ), 这 个 图 中 不 但 有 好 几 行 而 且 还 有 好 几 列 . 

现在 把 任 一 画 数 pfru ra Tv 分 别 对 每 行 中 所 填 的 那些 变 
最 对 称 光 .经 过 这 样 的 对 称 化 以 后 ， 我 们 只 能 对 不 在 同一 行 中 的 
变 其 进行 窗 替 运算 ; 对 同一 行 中 的 一 对 变量 进行 区 蔡 运 挫 后 琵 然 
恒 等 了 于 零 . 

在 每 一 行 中 挑 出 一 个 变 量 ， 我 们 可 以 假定 这 些 变量 者 在 每 行 
的 第 - - 格 中 , 这 样 假定 并 不 秋 蕉 普 亲 性 《对称 化 后 ， 每 行 中 的 变量 
次 订 是 无 万 谓 的 上 现 在 对 这 些 或 量 施行 区 替 运 荆 ， 随 后 把 第 一 缠 
删 去 , 留 下 的 “削减 " 男 中 , 再 在 每 一 行 中 挑 出 一 个 变量 ， 然 后 对 这 
些 变 晤 进行 充 替 运算 ; 这 些 变 景 又 可 以 看 作 处 于 “前 减 图 "的 第 一 
列 ， 把 这 样 的 手续 继续 下 去 . 我 们 最 后 往 到 一 个 了 消 数 , 这 个 闲 数 起 
先是 对 每 行 中 的 变量 对 称 化 的 ， 随 后 文 对 每 列 中 的 变量 进行 了 交 
桂 运 算 ， 经 过 交替 运算 后, 一般 讲 米 , 这 个 图 数 对 每 行 中 的 变 其 就 
木 再 对 称 . 它 只 对 第 -一行 中 留 下 的 来 经 交替 运算 的 那 一 部 分 变量 
保持 若 对 称 性 ， 这 部 分 变量 处 于 第 一 行 末端 比 别 行 突出 的 那些 方 
格 中 。. 

把 六 个 变量 用 各 种 方式 分 配 到 一 个 杨 氏 图 的 各 行 中 去 以 让 
《每 行 各 格 中 的 分 配方 式 是 元 所 谓 的 ): 我 们 就 可 以 得 到 一 组 葬 数 . 
妆 疼 个 变 重 以 任 疮 方式 置换 晤 上 ， 这 和 组 国 数 就 变 成 它们 的 线性 组 
合 . 但 应 强调 指出 ， 这 些 图 数 并 不 都 是 组 性 独立 的 ; 独立 熙 妾 的 
个 数 往 往 小 王浆 个 变量 分 配 于 该 图 各 行 中 所 能 共有 的 各 种 分 配方 


全 ”岂可 以 按 稍 反 次 序 施 行 对 称 化 氨 算 和 奖 趟 和 运算 ! 先 对 和 督 列 的 变量 进行 交替 运 
算 , 再 对 每 行 的 在 量 进 行 寻 称 化 运算 ， 但 这 实际 上 不 会 得 到 新 结果 ,用 这 末 种 方法 
得 的 两 套 末 数 , 只 状 一 个 线性 变换 ， 
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式 的 总 数 ， 我 们 不 打算 详 述 这 一 点 电 ， 

由 此 可 见 ， 一 个 杨 氏 图 确定 了 一 组 具有 一 定 的 置换 对 称 类 型 
的 函数 .( 对 一 个 给 定 的 普 值 ) 画 出 所 有 可能 的 炮 氏 图 , 可 以 得 公所 
有 可 能 的 对 称 类 型 ， 这 相当 于 把 轨 分 基 成 几 项 之 和 且 馆 项 之 值 小 
于 或 等 十 即时 , 一 共有 多 少 种 不 同 的 分 割 方式 ; 例如 下 =4 时， 可 
能 的 分 割 方式 各 43 二 1 2 一 2.2 二 1 二 1 1 十 1 十 1 一 1 

系统 的 每 一 个 能 级 和 一 -个 杨 氏 图 相对 应 ， 该 图 确定 了 姨 定 翰 
方程 的 革 组 解答 所 具有 的 置换 对 称 性 ; 一 股 诽 来 , 每 一 个 能 级 有 有 六 
干 个 不 同 角 数 与 之 相对 应 ， 这 些 因数 在 变 划 的 质 换 开征 此 线性 变 
换 ， 这 种 “ 徊 换 简 并 ?的 存在 , 是 由 于 备 个 五 算 符 和 哈密 顿 量 对 易 ， 
但 徙 此 不 对 易 ( 见 $10 中 段 )， 但 是 必须 强调 指出 , 这 一 点 并 不 起 
示 该 能 级 不 再 具有 其 它 的 物理 简 并 . 所 有 这 些 不 同 的 坐标 波 项 数 . 
莱 上 自 旋 盟 数 以 后 , 组 合成 为 一 个 完整 波 函 数 , 就 可 满足 对 称 或 反 
对 称 条 件 ( 直 粒 地 的 自 旋 决定 )， 

在 各 种 类 型 的 田 换 对 称 性 (对 给 定 肯 允 而 言 ) 中 ， 总 有 两 种 业 
型 的 对称 性 只 能 分 别 对 应 于 一 个 函数 ， 一 种 对 应 于 -- 个 所 有 变 嗓 
的 江 称 隔 数 , 另 一 种 则 对 应 于 一 个 反对 称 函 数 ; 不 前 种 情形 下 ， 
声 氏 疼 只 有 一 行 ( 星 行 有 部 格 )， 第 二 种 情形 下 梯 氏 图 只 有 -- 列 ， 

现在 求 玲 虑 自 旋 波 隙 数 XC01,02,…,0s)， 它 们 对 粒子 置换 
所 只 有 的 对 称 业 型 同样 用 杨 氏 图 给 出 ， 图 中 的 变 其 现在 是 粒子 门 
旋 前 * 分 基 ， 产 生 的 问题 是 ， 自 旋 波 曾 数 的 杨 氏 图 应 该 具有 怎样 
的 形状 ， 才 能 与 侍 标 函数 的 一 个 给 定 声 氏 同 相配 合 ， 先 设 和 粒子 的 
自 旋 只 有 整数 牡 , 则 完整 波 函 数 妆 必须 对 所 有 的 粒子 对 称 . 由 于 这 
一 点 , 妆 旋 孙 数 和 坐标 函数 的 对 称 位 必须 由 同一 杨 氏 图 给 出 , 从 而 


中 ” 接 虹 进行 线性 变 澳 的 一 组 独立 函 孝 构成 冒名 群 的 一 个 不 可 约 表 东 移 基 组 , 独 
立功 数 的 个 数 就 是 读 表 未 的 维 数 ， 对 自 亏 广 的 粒子 ， 这 个 数 的 推 芝 见 后 而 例题 1. 


= 


庆 向 波 因 数 太 可 以 夷 焉 这 商 种 图 数 购 转 定 的 尼 线 性 红 侣 ; 在 这 里 
我 们 不 打算 详 述 这 洋 的 线性 组 合 人 问题 ， 

其 次 ， 设 粒 于 的 自 话 为 六 整数 人 入， 则 完整 波 消 数 必 有 顷 对 所 有 
的 粒子 反对 称 ， 根 据 这 一 成 可 以 评 明 ， 华 标 孙 数 的 杨 氏 [好 和 委 族 
痢 数 的 场 氏 几 芭 须 兵 有 对 钻 奖 系 ， 亦 即 两 者 可 以 通过 行列 对 调 耐 
相 开 得 到 (全 轴 下 31 中 的 芮 个 杨 代 图 ). 


过 我 们 对 日 凡 ,的 重 坚 情 形 进行 较 详 细 的 考 碟 《器 如 对 电 
了 )， 每 一 个 睛 旋 蛮 试 ro oo 现在 只 取 土地 两 个 俩 . 和 于 一 个 


天 数 对 上 耻 全 相同 的 两 企 任意 变 抽 及 对 称 化 后 等 于 二， 页 师 数 区 只 
能 对 一 对 变 划 施行 葛 灰 运算 到 乐 对 二 个 变 攻 施行 庇 圩 运算, 二 中 
必 有 了 两 个 变量 到 忻 相同, 故 其 结果 等 于 零 ， 

用 此 二 短 1 对 一 个 多 电子 系统 迹 来 , 自 坊 涪 数 的 杨 代 图 中 每 … 
到 内 能 有 一 格 或 殉 格 ( 亦 即 邮 图 只 能 有 一 行当 风行 ): 对 瓮 标 函数 
移 声 戊 图 而 育 , 只 仍 有 一 蹇 或 两 列 ， 含 有 六 个 电 邓 的 系统 ! 帆 , 总 换 
对 各 性 的 类 型 数 继 等于 把 计 分 出 成 为 -项 或 爽 项 之 和 的 可 佛 分 制 


方式 数 ， 当 床 为 侦 数 时 ， 这 个 数 全 等 于 志 驴 一 基 第 项 分 别 为 (， 
1, =, Es 小 当 一 当 认 为 奇数 时 从 ei 从 FN 1) ( 绍 二 项 分 别 询 必 ， ] , 
ND) 例如 访 二 4 时， 所 在 的 杨 氏 图 (化 标的 和 自 旋 的 ) 


如 图 22 所 示 . 

很 易 证 提 ， 每 一 种 对 称 类 型 ( 即 每 一 杨 氏 图 ) 对 应 于 多 电子 系 
统 的 一 个 什 定 的 总 月 施 号 我们 把 自 旋 区 数 淳 虚 成 六 旋 晤 形式 
了 中 洁 它 看 向 是 一 个 普 秩 许 量 2 ， 这 个 许 攻 中 的 各 全 此 标 【每 一 
个 带 标 对 应 于 一 个 单 粒 闻 的 自 反 ) 就 证 弄 列 正 杨 氏 | 习 中 的 覃 些 变 





最， 我 们 来 研究 一 个 杨 氏 图 ， 臣 让 -一行 有 六 格 ， 第 汪 行 看 关 < 格 
(NET Na 及 并 2>Na)， 前 曾 的 下。 列 中 , 每 列 具有 两 格 . 这 个 

证 景 必须 对 每 一 到 中 的 一 -对 拱 标 反 尘 称 ， 介 是 对 党 一 行 四 后 请 剩 
下 的 2 1 将: 格 而 音 , 这 必须 革 庆 此 格子 中 的 变 是 对称 化 ， 我 
匀 ] 员 DT 这 样 的 一 个 半 牧 焉 时 可 惊人 比 和 研一 个 下 穆 对 称许 是 ,二 总 拍 
庭 S 一 3 相对 应 ， 至 于 奉 标 表 妆 的 杨 开 余 ; 我 们 可 由 这 样 培 ， 和 加 I 
并 读 图 中 内 含 一 个 格 工 的 行 数 共有 名 行 ， 这 个 同 恋 对 应 于 总 自 施 


号 已 刀 的 


为 奇数 时， 可 取 记 到 LN 的 各 种 平整 数 值 ， 和 下 应 寿 的 结果 ， 
将要 强调 的 是 , 杨 氏 图 与 色 日 旋 之 癌 的 这 种 ---- 圣 应 尖 需 , 只 
对 自 旋 为 的 粒子 所 组 成 的 系统 成 六 ; 这 这 一 点 . 忆 计 .二 市 的 双关 [于 
系统 中 和 看 到 . 对 上 自 旋 为 8 的 由 个 粒子 所 组 成 的 设 统 , 自 乾 证 图 数 出 
个 28 秩 对 称 自 最 的 葬 训 所 组 成 , 是 -个 33 秋 的 旋 是 .如 虹 这 
个 旋 若 按 六 棕 的 一 个 特定 协 氏 图 进行 对 各 化 ,一 战 讲 炊 , 可 从 这 个 
对 称 诈 时 的 猩 站 分 斌 中 构造 出 凡生 线性 组 侣 ， 竺 宪 村 应 于 承 统 的 
一 个 不 加 总 自 放 访 . 


自 浇 省 粒子 的 自 族 消 数 的 格 区 凡 称 到 不 能 超过 两 摊 , 同 理 .四 


= 了 是。 


许 为 任意 信 8 的 竹 于 ,每 询 不 诈 趋 过 2 一 1 格 . 

旭 果 系统 中 的 粒子 数 记 为 28 十 1 的 贞 信 和 数 ， 各 种 可 能 的 杨 开 
图 中 含有 一 个 每 列 为 as rl 各 的 您 形 图 。 它 对 应 于 总 自 旋 的 一 个 
定 倩 ,由 S=0，、 由 此 可 以 得 出 结论 ， 如 果 两 个 ( 自 旋 ? 述 代 图 能 够 
拼 戌 一 个 高 为 25 二 1 的 给 形 , 周 黄 和 章 的 如 值 相同 包 . 这 在 前 冯 量 杠 
如 法 员 的 一 个 简单 推论 ， 读 迁 则 便 基 商人 个 航 动 量 只 有 绝对 提 相 | 
吐 才 有 可 能 和 如 后 得 零 . 

作为 本 节 的 结束 ,让 我 们 侣 到 时 在 % 20 末尾 附注 中 提 玉 的 河 
题 , 对 一 个 全 同 粒子 系统 讲 来 , 我 们 不 能 断言 其 低能 瑟 的 定 态 波 寺 
区 一 定 无 节点 、 更 在 我 们 可 以 详 还 并 解释 其 原 记 . 

如 果 波 函数 { 指 坐标 国 数 ?无 下 扣 , 它 关 须 对 所 有 粒 了 对称; 时 
是 它 对 粒子 1:2 的 对 换 为 反对 称 , 在 5 一 rs 处 将 等 干 岂 ， 可 号 , 如 
果 访 系统 含有 3 个 或 3 个 以 上 的 号 子 ， 就 不 可 能 有 全 对 称 的 华 标 
波 孙 数 ( 坐 标明 数 的 杨 民 图 每 行 不 能 超过 两 格 }， 由 此 可 沪 ， 尺 管 
对 应 于 芯 恢 本 征 们 的 茉 定 演 方程 之 解 是 泡 节 点 的 “根据 变 分 法 定 
理 ), 这 个 解 在 物理 上 可 能 不 允许 ; 因而 葛 定 得 方程 的 长 小 本 征 值 
未 再 对 应 干系 统 的 基态 , 而 基态 波 俏 数 一 般 讲 来 将 是 有 节点 的 ,对 
于 自 旋 为 六 整数 8 的 粒子 ， 这 种 情况 出 现 于 粒子 数 超过 2 十 1 的 


系统 中 , 对 玻 色 子 系 统 , 全 对 称 丛 标 流 尔 数 总 是 可 以 存在 的 ， 
全 次 


1。， 一 个 系统 由 四 个 自 施 为 省 的 粒子 所 组 成 ， 求 具有 不 同 总 自 旋 值 S 的 
能 级 总 数 . 
解 ， 给 定 了 该 系 统 的 -- 个 总 自 施 投影 植 到 一 Za 以 局， 可 以 有 fC) 
加 例如 下 弄 两 图 (对 于 #13， 
4 EE 
二 一 | 了 
| 了 
实 妆 图 和 上 卉 冯 图 蚌 疝 个 互补 纺 氏 疾 . 
»" 288 + 


全 不 间 言 式 给 出 以 上 的 洪 ; 企 : 


FO = SINA (二 W 十 到。 JE -Ms ji 


太 于 站 各 于 并 个 事物 中 -次 取出 训 克 十 Ms 个 事物 的 组 合 数 ， 因 为 我 们 可 信 


:个 入 了 的 0 也 其 人 宾 的 0 一 一， 全 一 能 名 上 人 一人 汉 定 
的 广 盾 ， 拱 中 丘 有 25 十 1 个 泵 同 的 雯 ,这 些 大 的 站 旋 技 影 位 分 别 为 ;= 二 . 
访 一 1], 一 态 。 因此 容易 证 肯 : 有 具有 和 振 定 入 值 的 和 不同 能 级 早 为 

-- _ Ni(2g lwigt+ill iw 
nt8) = fH) f(S+TD =NWI (28+D /(FN+S+1)!| sj) 
不同 能 贫 的 总 数 为 1! 当 三 汉人 数 时 ) 
, . 1 : 
4= > nA) 一 站 10) 之 和 /二 加 
< 


当 访 为 并 数 于 , 划 有 


Re 

2， 系 统 由 和 窑 族 为 ! 的 粒子 所 组 碾 ， 求 各 种 对 称 灶 于 的 自 旋 冰 数 肛 员 开 
的 总 自 施 信 3, 设 读 系 统 的 粒 了 于 数 为 2 3 和 

解 . 对 双 粒 子 需 统 ， 这 全 对 应 基 系 由 下 列 喜 所 所 确立 : 粒 本 对 换 后 ， 且 
放 波 图 数 应 羔 以 (一 D25[ 矶 62 术 )， 对 于 8==] 的 六 了 于 ,让 此 得 


ay [LL] 个 站 
S20 或 2 Ss=1 


如 于 三 粒子 系统 的 种 个 稀 碟 图， 可 检 ( 了 2 出 发 以 蓉 各 可 能 的 方式 浴 夫 一 
格 碳 引得, 结 来 可 写成 下 到 全 写 式 : 


‘1) 


ia) ‘bP 
CO xD = CD + 对 
站 交 1 
ll 1; 2 3 
‘hi (Cr) 
“四 ， 
. 日 
1 
\ 
Wl; 2 


本 上 


蚊 慎 见 毒 代 下 而 , 三 粒子 系统 ( 右 迪 的 周 ) 的 总 自流 信 来 户 私 位于 系统 和 和 单 相 
和 子 系 和 贫 (在 过 的 图 ) 自 儿 的 前 动 奴 和 机 加 法 则 式 本 各 图 和 芍 人 S 值 的 分 配 可 此 : 
次 料 求 奸 立 , 先 注意 天 下 图 第 三 站 必 t63 (一 到 三 樟 ) 大 应 于 访 = 让 图 人 的 
值 汇 剩 末 的 1 和 2 第 一 去 让 扣 搜 { 相 ) 司 , 知 t8 的 态 慎 为 1 和 和 3: 


‘TI “FH Cr) 
号 =1 或 3 二 
二 全 


守 =1 焉 2 
四 钵 语 系统 的 局 谎 | 轩 可 在 (2) 赴 础 卡 淫 此 一 格 和 得到， 但 忒 能 典 现 怡 和 过 .二 
融和 的 列 : 
Bb) 


‘OO . HE 


i 


[Tx* 0 


1,3 


0, 1， 2 2 3 4 





tb) ic) id) 
下 "9- 兵 :的 - 
1 
1,2 
0 1; Jl, 2, 2, 3 
(a) 
CI 之 
1 
0 1 


这 里 图 (8) 可 有 (1) 中 的 49) 让 感 三 略 商 的 矩形 , 故 共 汪 值 也是 4 和 2 图 
{四 的 信和 值 本 从 而 第 二 式 剩 下 的 数 得 到 ,图 (yD 则 可 从 第 一式 剩 下 的 仿 值 笠 


到 ; 
LTLTLT1 二 “HH (ad) 
仿 三 册 之 可 生 
SS=1 


本 =1 2 或 3 全 = 或 2 


省 ” 岗 的 在 进 下 而 市 此 个 站 寅 是 击 于 第 -- 个 工 束 眼前 动 扣 和 1 的 要 加， 第 一 
个 工 来 自前 动 二 2 汕 1 的 栋 莽 ， 
" 230 + 


8 64，、 二 次 量子 化 ， 玻 色 统计 情形 

在 大 量 全 同 粒 子 所 组 成 的 系统 的 建 论 中 ， 有 一 种 广泛 合用 的 
方法 , 称 为 二 次 量子 化 方法 ， 这 个 万 村 在 相对 论 理论 中 尤为 重要， 
在 那里 述 太 的 臣 补 子 数 可 逐 的 系统 汪 , 

令 六 (ED)， 弟 3), 为 一 组 完 功 的 正光 归 一 化 的 单 粒子 定 翅 
婆 函 数 们 ,它们 可 以 是 -- 组 处 于 任 选 外 场 中 的 粒子 态 , 但 表 第 和 僻 单 
地 取 和 作 -组 六 而 波 ， 也 戌 是 一 组 只 看 铀 定 避 亚 侦 【区 及 时 连 撤 居 
值 ) 的 自由 粒子 流 晴 数 ， 为 了 使 它 成 为 分 并 态 , 我 们 演 虑 粒子 运动 
丁 一 个 很 大 的 但 是 有 限 的 区 域内 ， 它 的 动 晤 分 最 的 本 征 值 于 分 这 
谱 , 相 邻 本 征 值 的 则 距 便 和 诸 区 的 线 许 成 及 比 , 并 戎 线 度 的 增 大 而 
趋 丁 零 . 

在 一 个 日 由 粒子 系统 中 , 每 个 粒子 的 动量 分 别 守恒, 因此 态 的 
占有 数 亦 即 处 于 惫 ， 各 态 中 的 粒 寺 数 吉 ， 六 >， 也 芷 守恒 
的 ， 在 一 个 相 开 作用 的 粒子 系统 中 , 每 个 基于 的 动 晤 并 不 守重 , 辐 
此 酉 让 数 下 不 定 恒 ， 对 于 这 样 的 系统 ， 我 们 能 著 虑 的 具 是 哲 有 有 交 
县 右 各 种 数值 的 儿 率 分 布 . 我 们 来 评 求 一 得 数学 过 述 ， 其 由 以 刁 
有 有数 ( 不 生 以 粒子 的 芭 标 和 日 族 投 影 人 后) 作为 独 世 变 基 . 

存 此 表述 中 , 系统 的 柱 册 所 请 占有 数 空 间 的 小费 数 来 撕 写 , 记 
作 下 (52 和， 以 区 刘 于 通 稼 的 全 标 波 图 煞 旦 (人 人， 
1)， 械 最 平方 | 时 | 依 定 让 有 数 为 六 1 诗 s，… 的 几率 ， 按 申 独 守 问 
量 的 这 … 过 法 ,各 种 物理 基 ( 包 括 系 统 的 哈密 顿 量 ) 的 算 符 , 必须 以 


全 次 且 子 化 让 站 对 纯 射 理 褒 中 牛 光 子 而 这 ， 是 由 P, .MM. 狐 量 克 (1927} 记 i 
发 民间 .随后 扒 宫 纳 :下 ,Wigner) 厦 约 当 (FP. Jordan 把 它 推广 到 费 黎 要 子 过 开 
【1938 》， 

名 到 和 61 一 样 , 点 枚 形 糙 子 坐 标 其 找 疙 让 投 嘴 信 ,对 去 积分 训 际 着 关 全 未 钢 从 
中 及 开局 下 和 


作 几 在 占有 数 阔 数 上 的 于 式 表述 出 来 . 这 样 的 表述 ， 可 记 在 算 符 
的 通 稍 和 矩阵 表 示 基 础 上 得 到 ， 该 算 符 的 矩阵 元 必须 与 无 相互 作用 
生子 系统 的 定 态 波 渭 数 联 系 起 来 考虑 ， 因 为 这 样 的 术 能 用 确定 的 
让 有 数 稿 述 , 能 够 显示 出 算 符 作用 在 占有 数 变 量 上 的 性 质 ， 

我 们 先 夹 考虑 遵循 玻 色 统计 的 多 粒子 系统 . 设 0 是 粒子 a 的 
茶 个 物理 量 算 符 , 它 只 作用 在 £6 的 消 数 上 ， 我 们 引入 下 列 算 符 : 


和 一 全 和 (6814. 1) 
它 对 所 有 的 粒子 对 称 ( 避 吕 对 所 有 的 入 子玉 和 现在 来 来 这个 信 


符 对 (61. 3) 式 波 函 数 而 言 的 年 阵 元 。 首 先 ， 我 们 容易 证 明 ， 只 有 
Ni as … 等 值 保持 不 变 的 是 迁 殷 阵 元 (对 前 所 阵 元 )， 以 及 其 中 的 
一 个 数值 增加 - - 另 一 个 数 撕 减 少 一 的 那些 跃迁 抵 耻 元 未 不 等 于 
零 ， 因 为 每 一 个 六) 算 符 只 作用 在 (51) (5 gr (Ex) 乘积 
中 的 一 个 函数 上 , 所 以 不 等 于 零 的 跃迁 年 隆 元 中 , 只 能 有 一 个 单 粒 
了 了 态 发 生 改 变 ; 这 就 意味 善 其 一 态 中 的 粒子 数 减 少 了 一 个 . 而 在 另 
一 态 中 的 粒子 数 相 应 地 增加 了 一 个 .这 类 虚 阵 元 的 计算 实际 上 很 
简单 ; 谍 - 一 遍 不 训 自 己 算 一 壳 ， 因 此 我 们 只 给 出 计算 结果 ， 准 对 
和 角 抑 阵 元 为 
Ns Ne—1|FOIN—1, N=f VN.N). (84. 2) 
为 简 恒 计 ， 我 们 只 写 出 读 矩 阵 元 的 非 对 前 个 标 ， 赂 去 了 其 余 的 下 
标 。 式 中 的 f2 为 下 列 抵 讶 元 ; 
pr (8) Fo (Eas. (64. 3) 


要 注意 的 是 算 符 馈 ? Cg 二 1, 2,…) 具 有 完全 相同 的 形式 ， 只 足 作 用 
在 不 同 各 称 的 变量 上 而 已 , 所 以 积分 fi 和 a 无关， 的 对 角 年 
阵 元 即 天 :在 到 ww… 态 中 的 平均 信 ,我 们 用 关 表示 之 .计算 后 
给 出 


* 2902 = 








FY fiN (64. 4) 
内 


现在 3 入 算 符 #, 它 在 二 次 如 子 化 方法 中 起 车 首 要 的 作用; 这 
个 算 符 不 是 作用 在 举 标 函数 上 ， 弄 星 作 用 在 入, Ns, … 等 变量 上 ， 
其 拓 关 如下， 算 符 志 作 用 在 国 数 人 (BR. 下 ) 上 后 , 恋 全 NW; 的 
数值 小 少 一 ,由 时 使 这 个 波 国 数 习 以 ~ RY,: 

ED EN Ney re, Ni on) = WN, BN,, Nay ee Mi 1, re) 

(G4. 5) 

我 们 可 以 说 5; 算 符 使 第 个 坊 的 粒子 数 减少 一 个 ; 因此 称 为 榨 子 
的 消失 算 符 ， 可 月 答 隆 形式 表示 之 , 其 本 等 于 专 的 和 阵 元 为 

<Ni—1|alNy ~ NWN.. (61. 8) 

根据 定 关 [LL 见 (11. 急 式 D, 太 的 厄 窗 基 录 算 符 全 的 非 堆 矩 阵 元 

LA 

<Nilat IN,—1> = <N—lla, Do 一、 (64.7) 
这 是 玻 助 , 上司 和 蔓 答 作用 在 四 CD 图 数 上 时, 使 N; 的 数值 
增 川 一: 

人 (一 1 
{64,.8} 

换 避 话说 , 4 咎 符合 第 :个 坊 的 粒子 数 增加 -个 ， 因 此 它 称 为 粒 
子 的 产生 算 符 ， 

们 符 乘 积 3 作用 在 波 国 数 上 ， 所 有 的 次 ,Na … 变 量 星 然 
不 变 , 而 使 该 函 数 梁 一 常数 ， 这 是 因为 十 算 符 使 色 ; 减少 一 但 守 
筑 符 又 鸽 w: 加 至 冻 值 ，(64. 6 和 (6 人 7) 式 的 两 个 矩阵 直接 和 和 巧 
后 , 可 证 2 的 给 阵 确 是 一 个 对 角 给 阵 , 并 且 对 角 算 阵 元 等 了 于 WN，. 
我 们 可 写作 

di =N,. (64, 9 
同 读 可 证 


a 2 


名 人 |， (6 1 10) 
内 上 两 式 丰 藏 : 征 算 符 上 得 二 的 对 蔓 毁 则 : 


Hata 一 了 64. 11) 
i 和 不 同 挤 两 算 符 作 抽 在 不 同 的 变量 (CN; 和 入 让 上 丰 潭 刀 的 : 
全: 帮 一 二 一 0, 辣 . 站 二 — te 一 让 《 二 此 ) 4 《i, 127 
根据 算 符 名 .各 的 于 述 久 质 ; 易 证 下 到 算 入 
PD yf (64. 13) 
Tr 


与 (64. 41) 二 的 答 符 机 则 ， 因 为 按 (64.6)，(64. 习 和 邯 出 的 所 有 和 代 阵 
元 认 于 《64,2)，(64.4) 中 的 算 阵 元 ， 这 十 一 个 非 般 重要 的 结果 . 
(64,13) 臣 出 的 了 呈 不 过 是 一 些 数 但 .树叶 .我 们 可 及 把 作 几 于 华 
标 阅 数 二 的 一 个 普通 算 符 表 为 作出 于 新 朗 导 占有 数 访 ; 藤 淫 上 的 
一 个 算 符 . 
以 上 所 符 的 和 落果, 很 容易 排 广 到 其 它 形式 的 算 符 上 ， 令 
Fr Sf, (8641, 14) 


自 二 由 


长 中 的 3 为 同时 属于 两 个 粒子 的 一 个 牺 理 量 算 符 ， 罗 而 作用 在 
i 及 的 晴 数 :同样 的 计算 来 肖 ， 这 个 算 符 可 及 通 过 硬 生 筑 
符 表 为 

P23 避让 | Lm At, (64. 15) 


+ 和 
此 中 
< 下 | FLm> = he (1) pCED FD, {£1) pm) En. 
罕 上 {例如 pe- 一 -> 这 些 撒 式 , 等 等 》. 
通过 这 些 公式 , 可 用 曝 符 库 关 妈 表 友 出 具有 六 个 硼 互 作用 全 
辐 和 粒子 欧 丢 理 系 统 的 哈密 顿 尾 ， 这 和 枉 闲 统 的 哈 团 顿 基 对 所 布 的 者 
。294 。 


玉 当 然 是 对 称 的 ， 在 韭 相 对 论 近 位 下 ,可 表 成 下 列 一 股 形 式 ; 
FH-= 之 DU (ro Ts) 


日 二 名 
十 人 >， Pr ro, Fy Te) 十 CHA. 1&1 
[re 
其 中 的 于 加 为 给 密 顿 时 中 只 依赖 工 第 a 个 粒子 坐标 的 算 符 : 
BD th 2 Ma DY (ro), (DEL 17) 


其 中 的 (re) ee 的 其 能 ，〈6d. 1 合式 中 的 车 
你 部 分 为 福子 则 的 位 五 作用 能 四 ;把 它 分 夺 旺 觅 个 ,三 个 等 粒子 的 
和 坐标 右 关 的 项 . 

哈 警 哑 各 的 上 述 南 式 使 我 们 可 以 直接 诬 肌 (64. 13)， (64, 15) 
以 下 灶 但 的 式 子 ， 得 

2 人 + 二 > < | dmatatd dd sr 


Tr i nl 
(B41. 18) 
六 就 古谷 求 的 哈密 屯 引 表 式 ,这 个 筑 答 作用 在 占有 数 乓 隧 数 上， 
对 无 社 互 作用 的 多 粒 地 系统 讲求 ，(64. 18) 式 中 内 留 下 筑 
“项 : 
HH= >Hite,. (G4. 19) 
如 取 区 为 昔 粒 子 哈密 疾 量 凡凡 的 本 征 函 数 ， 则 矩阵 五 内 是 一 个 
对 由 守 阵 , 对 和 佣 元 素 等 于 污 粒 于 语 能 量 本 征 仁 浊 ， 该 
B= Sedtea; 
i 算 符 用 (654. 台式 的 本 征 信 和 代入, 可 得 了 系统 能 级 表 式 
B= >_eiNy 
访 是 可 以 顶 灶 的 明显 缠 ; 


:一 -一 一 - -一 一 


全 ”不 存在 总 场 叶 ， 
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引信 下 列 攻 算 符 , 可 使 我 们 所 作 的 表述 更 为 精练 占 : 
站 (EE) = 2 (Et, BE) 之 镭 ( 司 侍 ， (64. 20) 


其 中 的 变量 皇 可 以 看 作 参 量 ， 根 据 以 上 所 述 的 筑 符 记 、 寻 ， 可 知 
往 符 多 使 该 系统 的 粒子 总 数 减少 一 个 , 算 符 从 则 使 它 增 加 一个 ， 

符 区 证明 算 符 风 (60) 在 有 处 产生 一 -个 粒子 ， 国生 生生 6 
的 作用 结果 , 是 产生 一 个 处 于 邓 :( 态 中 的 粒子 ， 根 据 这 -点 ， 算 
入 (89 的 作用 结果 ,是 关 外 一 个 习 太 法国 归 3 为 (8) 
:5(E 一 起) 的 入 于 [根据 公式 5. 12)]， 这 个 粒子 具有 人 确定 的 开标 
性 《和 确定 的 中流 值 ). 

算 符 虽 的 对 易 规 则 可 按 名: 全 的 规则 立刻 求 得 : 

PE BEN PE EE =0, (64. 21) 
PE PT ED —p+ EY PE = 2 (EIAEDY oC. &), 


(B41. 22) 
二 次 其 子 化 算 特 疡 ?可 用 算 符 娄 表 成 
fr = | (Ef PE dE, (64. 23) 


其 中 的 繁 符 产 "应 该 理解 为 作用 在 攻 (8) 中 含有 参量 上 的 随 数 上 . 
这 是 因为 如 把 《64. 20) 的 划 乔 ] gt 代入 上 式 并 用 定义 (64. 3)， 我 们 
文 回溯 (64. 13) 式 ， 问 样 地 , (64. 15) 式 变 成 


Fr 2 于 | 妆 (BEN POE dd. 《64. 94) 


他 ” 注 首 164, 329) 与 下 式 的 相似 性 
Pi 
这 大任 忘 波 的 煞 展 为 完备 参数 所 ， 现 在 对 糙 虽 子 化 了 一 众 , 末 语 二 次 量子 化 方法 一 训 
本 源 叶 天 时. 
总 全 一 上 是 下 列 蒋 各 的 简写 
Hr od — oz — oitirepe 
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特别 是 , 系统 的 哈密 顿 县 可 用 算 符 眼 表 成 
Be AB HTH DFE Na 


十 可 | 到 (EOP (ET (后 EPE) VE AEdE + oe. 


(B44, 5 
仿效 粒子 处 于 ¥% 坊 的 几率 密度 式 妆 由 算 符 名 组 成 的 
(5 ( 自 算 符 , 称 为 粒子 密度 算 特 ， 下 到 积分 


难 =|# :fae (64. 26) 


在 二 次 王子 化 表述 中 代表 系统 的 粒子 总 数 算 符 这 是 说 为 ， 把 
《64. 20 式 的 算 符 和 代入 ,站 应 用 淫 国 数 的 正 变 归 一 化 性 质 , 可 得 
机 一 工人 去 站 . 

式 中 的 每 - -项 代表 第 了 个 态 中 的 粒子 数 算 符 :根据 (64. 的 式 , 其 本 
征 值 等 十 占 右 数 Ni， 对 所 有 的 雏 , 求 积 后 ， 就 是 系统 中 的 粒子 总 
数 喇 

其 后 , 如 果 系 绕 是 出 几 类 不同 的 玻 色 了 组 成 的 ,二 次 量子 化 方 
法 中 必须 对 每 类 粒子 定 多 出 &D 和 &7 算 符 ， 属 于 在 同业 别 的 芷 子 
算 符 显 然 是 对 易 的 . 


865. 二 次 量子 化 . 网 密 统计 情形 

对 服 太 费 窗 统计 的 全 问 粒子 所 组 成 的 多 粒子 系统 而 音 ， 二 次 

备 闻 化 廊 法 的 想 本 理论 全 部 保持 不 变 , 但 是 后 算 答 以 及 物理 量 的 
矩阵 元 公式 自然 有 所 不 阿 . 

Wy 五 波 园 数 观 在 民 {61.5) 形 式 ， 由 于 送 人 了 羡 煞 的 反对 称 

让 对 一 个 具有 往 定 和 粒子 数 阴 系统 讲求 ， 庆 个 丛 述 是 自明 掏 , 这 是 自由 柱 也 杀 冰 

示 宁 顿 量 f64.19} 式 的 一 种 性 质 , 但 推广 到 相 材 论 理 论 中 时 ,会 产 生生 航 不 各 自 人 后 辣 证 

肛 [ 驮 考 荡 四 徐 ，3 117， 
* 2 


性 , 首先 洗 产 生 了 符号 问题 ， 这 个 问题 在 起色 统计 情 央 是 没有 的 . 
困 为 上 扫 的 波 酌 数 是 对 称 波 函数 , 它 的 符号 一 旦 选 定 后 , 对 粒子 的 
所 有 置换 均 保持 不 变 ， 为 了 傅 定 (61.5) 式 国教 的 符号 起 存 、 我 们 
规定 以 下 的 选 拌 为 法 ， 我 们 把 所 有 的 $; 态 编 好 号 码 ， 然后 令 
461. 下 行列 式 中 的 各 行 按 以 下 次 序 排 列 : 
PDD (85, 1) 
这 个 行列 式 中 的 各 列 依次 为 三, 2, … 5x 等 不 同 变 姑 的 隧 数 ，p1 
pay …; py 中 不 能 和 两 个 数值 相同 , 不 然 , 该 行列 式 将 等 十 零 ， 换 包 
话说 . 占有 数 NN; 的 取 值 共 能 是 零 或 1 
我 们 再 来 考虑 (64. 1) 形式 的 算 符 请 2 一 全 六 和 64 中 的 


入 形 -- 样 , 只 有 仇 接 所 有 占有 数 林 变 的 邯 些 跃 江 玫 阵 元 , 以 及 全 一 
个 占有 数 {( 六 0) 减少 -~-( 从 1 变 到 零 ) 为 一 个 让 有 数 CN) 增 如 一 (也 
零 蛮 到 0 的 那些 兢 迁 知 阵 元 才 不 等 于 零 . < 并 时, 容易 求 得 

< On FDIO,, > FD (CTD? TD i65, 2) 
让 中 1 代表 Wi =-0, NN 二 1]， 令 符号 全 (， DD) 代表 个 访 到 
第 EE 个 态 的 所 有 占有 数 之 和 作 ; 


k 
Zk, DD) = > N 


所 
至 于 对 妇 征 阵 元 , 求 得 的 秆 果 碗 古 | 碎 前 的 (64. 4) 式 .: 
Fi SfdN,. (65, 3) 


为 了 把 算 符 记 D 表 成 (64.13) 形 式 ， 算 符 芭 必须 按 下 列 生 隆 
< 月 ] 妇 11 和 > 一 <1 lo |0,> = (1 ， {B65. 4) 
人 527) 式 的 适 砍 泪 (E 二 1, 一 1), 住 当主 -下士 | 了 时 ,这 本 和 应 祥 它 


剖 于 洛 ， 
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以 上 西 个 使 阵 相 乘 : 当 所 可 得 

< 00atar {0 > 

ED (C1) Ebelitlk 
<1 QTete 10 Ti> 2 (1) tik-D, Ce. 5) 
区 果 让 有 人 短 阵 为 对 角 簿 阵 . 虑 的 知 阵 元 站 入 ;二 1 时 答 填 : 
当 闪 := 时 等 于 零 ; 因此 , 可 写成 
人 (65. 6) 

性 以 工 两 忒 代 人 人 C64.13) 式 , 确 守 得 出 (65. 2), (55. 引 ) 式 . 

将 时 ,ca 按 相 反 次 序 相 夷 , 健 得 

<1i, O00 oat [0 Ts = < Oe | is Tessl;, IT | et 1 oO， le.> 


f 一 1 YE tet 1+l 


或 
<1i Delaat |0s, 1 一 一 (一 了 31。 (6B3. 7) 
以 (65.7) 和 (65. 引 ) 比 较 ,可知 两 式 肿 边 入 吉 权 , 即 
te 0 
河 于 对 前 算 阵 全 他 我 们 求 得 
tft = 1-- MN,, {65. 8) 
此 式 与 (65. 的 式 相 癌 , 得 


以 两 式 可 并 写 


i {83. 9) 
经 过 辐 样 的 计算 , nf E55 小 和 请 下 下列 关 系 式 : 
di dT; = {65., 19) 


{特别 有 二 00， 
碍 此 可 见 , 2 过 下 有 ,在 和 1 和 (或 5 全 答 区 对 多 ， 而 在 玻 色 统 
评估 形 ， 这 两 个 算 罕 币 业 刘 电 这 种 差别 捷 十 分 自然 网， 在 坡 钼 
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统计 情形 下 , 算 符 所 和 全 是 完全 独立 的 : 系 一 个 算 符 外 只 作用 在 
一 个 单独 的 变 基 R; 上 上， 作用 的 结 朱 并 不 依赖 于 其 它 占 有 数 的 数 
值 ， 但 在 费 密 统计 情形 下 , 根据 (65. 4) 式 的 定义 , 算 符 作用 的 
结果 不 但 与 R; 本 身 有 关 , 并 且 和 该 态 之 前 的 所 有 二 有数 有 关 ， 因 
是, 各 个 算 符 人 ,名 的 作用 不 能 认为 是 咎 此 独立 的 
算 符 友 和民 的 性 质 如 此 定义 以 后 ， 禄 下 的 (64. 13) 到 (64. 
18) 的 所 有 其 它 公 式 侍 部 保持 不 变 ， 咱 (64. 20) 式 定义 的 算 符 攻 表 
出 的 物理 量 算 符 的 (64. 23) 到 (C64. 25) 各 式 ， 也 都 很 好 地 成 立 ， 但 
是 (64. 21), (64. 22) 式 中 的 对 易 规 则 , 现在 要 改 成 
+ (EY PE TPE DEY 6(EEN), (65.11) 
PE BE + BOB ED :=0. (65. 12) 
如 果 系 统 由 两 类 粒子 所 纽 成 ， 则 对 每 业 粒 子 可 以 引进 它 的 : 
次 量子 化 算 符 ( 己 在 上 节 之 末 提 过)， 玻 色 了 算 符 和 费 密 子 算 符 彼 
化 对 易 ， 孚 于 异类 费 密 子 的 算 答 ， 则 在 非 相 对 论 的 埋 论 范 围 内 训 
以 构 定 成 则 对 易 或 则 反对 易 ; 这 酚 种 很 定 , 在 .次 量子 化 方法 中 得 
出 同 -- 结 果 . 
但 在 梯 对 论 理 论 中 , 厅 问 的 粒子 可 以 进行 相 开 转变 , 为 了 今后 
在 湾 理 论 中 的 应 用 起 抑 ， 我 们 就 应 假定 不同 费 密 子 的 产生 筑 符 和 
消失 算 符 相 卫 反对 劝 ， 如 果 把 同一 复合 粒子 的 两 个 不 同 内 坟 看 作 
两 个 “不 同 * 粒 子 , 这 个 假定 就 变 得 很 明显 . 
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第 十 章 原 子 


$ 66， 原 子 的 能 级 

在 非 相 对 论 近 似 下 ， 原 子 的 定 态 是 由 运动 于 核 库伦 场 内 彼此 
阅 县 石 电 作用 的 多 电子 系 统 的 醉 定 膏 方 程 确定 的 ; 这 个 方程 中 不 
出 现 忆 子 的 自 旋 算 符 ， 我 们 知道 ， 处 十 球 对 称 外 场 中 的 一 个 多 粒 
子 系 统 , 总 胃 道 角 动 量 开 和 态 的 字 称 部 是 守 偿 的 ， 因 此 , 原子 的 钴 
个 定 坊 将 鼻 乞 道 角 动量 的 某 个 定 企 工 及 其 宁 称 来 标志 ， 此 外 ， 全 
问 术 子 系 统 的 定 玉 坐标 波 函 数 具 而 一 定 的 跑 岳 对 称 性 ， 我 们 已 在 
xs 63 中 看 到 , 对 一 个 多 电子 系统 讲 米 ， 每 一 类 吐 换 对 称 考 ( 即 每 一 
种 杨 氏 图 } 对 应征 系统 总 自 旋 的 某 个 定 值 ， 因 此 , 原子 的 每 个 定 态 
还 出 岂 子 的 总 自 旋 9S 所 标志 ， 

一 个 具有 给 定 号 和 工 值 的 能 级 是 简 并 的 ， 其 简 并 度 等 于 矢 盟 
S 和 工 的 所 有 可 能 的 空间 取向 数 . 王 和 SS 的 空间 取向 简 并 度 分 别 
为 25341 和 28 十 1 因此， 具有 给 定 工 积 S 值 的 - :全 能 级 的 总 简 
并 度 等 二 乘积 (2L 1) (28 -1)， 

但 在 实际 上 上 ， 屯 子 的 电信 作 用 中 含有 依赖 于 共 自 旋 的 相对 论 
效应 ， 这 些 效 应 使 得 原子 的 能 量 不 但 依赖 -上 和 失 景 L 和 号 的 绝对 
值 , 而 且 到 依赖 二 两 者 沟 相 对 人 位置， 严格 进来 , 计 及 相对 论 作用 以 
后 ， 虑 子 的 总 轨道 角 动 其 工 外 自 旋 5S 不 再 分 别 守 避 ， 只 有 总 角 动 
是-L :8S 才 是 守恒 的 ; 这 是 米 自 封闭 系统 空间 务 调 同 性 的 一 个 
普遍 的 精确 守恒 律 . 由 于 这 一 点 ， 精 确 的 能 级 应 该 用 总 角 动 量 值 
了 来 标志 ， 

但 著 相对 论 效 话 比 较 小 (往往 如 此 ), 则 可 当 作 微 拢 好 理 , 在 这 

= 了 


种 币 扰 的 作用 下 ， 其 有 给 定 工 和 态 值 的 -- 个 阐 并 能 六 名 " 和 他 如" 成 
鸭 一 组 总 角 动 量 了 但 各 不 相国 的 {然而 是 靠近 的 不同 能 汝 ， 这 些 
能 级 《在 一 级 近似 下 ?用 适 泽 的 欠 期 方程 全 39) 所 了 榴 定 ， 它 们 的 (要 
级 近 握 ) 波 消 数 则 为 原 简 并 能 级 中 具有 丛 定 汪 和 六 住 的 球 全 闭 较 
数 必 基 种 特 守 线性 组 人 台 ， 在 底 梓 的 近似 下 :我们 焉 能 志和 前 一 样 ， 
把 屯 道 角 半 其 复 昌 旋 的 绝对 值 (但 不 是 它们 的 万 问 7 乔 成 起 守护 
鸣 , 并 及 他 用 这 些 拓 和 总 值 来 标志 所 分 副 的 能 级 . 

鹿 此 可 见 , 作为 相对 论 雍 应 的 结 某 , 县 有 给 定 工 和 总 本 的 一 个 
能 级 分 型 戌 为 一 组 具有 不 同 了 值 的 能 级 这样 的 分 稀 就 称 为 该 能 
级 的 和 精细 结构 (或 多 重 分 裂 )， 我 们 知道 ， 闻 隐 取 全 可 从 也 一念 下 
到 i 一 S81'; 因此 只有 给 定 王 和 人 人 的 一 个 能 角 分 人 裂 成 为 28 十 1 个 
(如 到 工人 或 35 二 1 个 (如 果 工 < 二 不 同 的 能 级 每 一 个 分 列 能 
级 , 对 于 所 晤 的 方向 而 言 ; 仍 热 起 重 江 的 ; 六 简 并 度 等 二 20 车 1, 咯 
萄 验证 , 数值 27 十 1 对 所 有 可 能 舶 了 值 求 和 之 后 黑 基 等 

(2L-F-1) 028 十 1)， 

奈 了 能 级 (或 称 为 该 原子 的 谱 项 ) 的 常用 记号 ， 类 似 于 县 有 确 
定 角 动 龟 的 划 粒 子 态 所 几 的 记号 ($ 32): 总 轨道 角 动 鞠 值 工 不 同 
的 坊 分 别 用 以 下 的 大 写 反 丁字 和 环 标 记 之 : 

=0, 1, 2, 3, 4 5, , 7, 8, 3, 10 
9, P, D, F,G, H, I, E,L, M,N.. 

这 些 字 母 的 左上 角 标 以 数值 28 + 1， 称 为 该 谱 项 的 多 稠度 9( 但 是 
必须 记 储 , 这 个 信 只 当 工 > 时 才 等 于 谈 能 级 的 精细 结构 组 分 数 ). 
总 角 动 吓人 则 放 站 拉丁 字母 的 石 下角， 例如 符号 “Pivo，?Pavs 
分 别 表示 工 二 1， 访 二 1/2，J 二 1/2 利 1 3/2 的 能 级 ， 


加 23811238 人 的 能 级 , 分 别称 为 单 重 , 民 币 , 三重, … 能 级 . 
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$67， 诛 子 中 的 电子 态 


拥有 一 个 以 上 上 电子 鸥 原子 ， 是 由 天 动 二 靶场 内 的 相互 作用 着 
的 电 村 唐 组 成 的 一 个 复 保 系统 ， 对 于 这 样 的 示 统 ,严格 讲 米 . 我们 
a 的 态 ， 生 基 我 们 发 饼 , 在 昭 为 灶 确 的 范围 光 ， 

能 什 原 于 中 引入 往 个 单 呈 子 态 的 法 念 ， 这 种 坊 肛 是 每 个 岂 疗 
让 子 补 和 共 余 电子 所 产生 的 某 种 等 葡 缕 力 场 中 运 二 的 定 态 ， 这 
种 告 效 场 , 对 原子 中 的 不 辣 电 了 讲 来 一 般 大 不 同 的 , 它们 区 须 门 
加 以 确定 ， 因 为 往 个 等 艇 场 都 依 业 二 所 有 其 它 电 子 所 外 的 态 ， 这 
样 的 等 敬 场 称 为 自 洽 

由 于 日 浴场 是 球 对 称 的 ， 答 个 电子 态 怠 由 它 的 轨道 前 动 攻 太 
并 个 定 值 * 瀛 标志， 其 有 某 一 给 定 1 但 克利 个 单 电子 态 是 用 主 量 
子 数 %n{ 按 能 量 的 递增 次 序 ) 删 以 编号 的 , % 的 取 伞 为 

Rl, 2 
这 的 拓 守 光 序 ， 与 各 原子 爱 用 的 编号 次 认 … 致 ， 但 是 必 强 
注意 ， 复 杂 原 子 中 位 不 同 的 各 个 能 级 的 能 巧 媚 增 次 疗 ， 一 般 不 
同 于 下 的 情形 ， 和 在 原 于 中 ,能 后 不 代 玉 于 7 所 以 双 值 较 大 
的 坊 总 是 上 共有 校 高 的 能量， 但 在 得 伏 原 子 中 ， 以 %=5, 1 了 = 0 的 瑟 
级 为 例 , 我 们 恬 岗 它 处 于 %=4,4=2 能 弘 的 下 面 4 这 在 $70 中 有 更 
详细 的 讨论 }. 

如 .和 值 不 同 的 各 种 半 电 子 态 ， 习 惯 上 用 一 个 数字 标志 它 的 
目 芒 和子 效 ， 并 在 其 后 跟 一 个 字母 尺 世 : 它 的 了 值 ， 例 旭 册 44 表示 
% 二 4,， 二 2 的 态 ， 诡 对 一 个 原子 进行 完全 鸭 擂 述 , 除了 需 归 局 广 
工 , SJ 和 值 以 和 外， 还 天 到 举 出 所 有 电子 的 态 ， 例 刘 | 符 号 1s2F3Po 代 
表 饥 原子 的 一 个 态 ， 它 的 了 工 =1， 全 =T，J 了 =0 并 且 酚 个 电子 分 别 

呈 咏 一 种 常用 的 术语 , 是 把 主 是 子 束 总 =1 2 3 … 的 电子 分 别称 为 乓 , 工 , -- 
充 明 抽 的 电子 4 秦 阔 计 74)， 

。3 了 03 。 


处 下 1s 和 2 六 .假如 有 几 个 电子 处 于 了 工 积 和 村 相 同 的 态 中 六 
简便 计 , 我 们 用 -~ 个 寡 指 姓 基 反之: 例如 352 表 和 在 丙 个 下 子 处 十 
3D 态 肉 ， 拓 了 中 的 电子 在 总 和 工 反 不 同 的 各 态 中 所 其 有 鸭 分 布 ， 
穆 为 蝎子 组 态 . 

给 宕 了 交 和 了 慎 屁 后， 电子 还 可 以 具有 洛 = 四 的 不 同 的 办 道 
角 动 量 投 彩 值 (xm) 和 不 加 的 自 族 抽 影 作 (o). 者 一 定 , mm 可 取 28+1 
1] 个 位 ; g 只 限 取 士 172 两 个 值 . 因此 蕉 让 221 十 瑟 个 不 同 的 态 兵 
有 相 问 的 % 和? 值 ; 这 些 态 称 为 等 效 的 坊 。 和 根据 入 利康 理 , 每 一 个 
这 样 的 态 由 只 能 有 一 个 电子 . 因此 在 一 个 原子 中 笃 多 只 龙 有 
2127 1 个 叫 子 可 以 同 卫 其 布 萌 同 的 二 和 开 值 .其 有 间 一 天 币 ] 
值 的 所 有 各 态 如 果 都 被 电子 所 占 注 ， 这 组 电子 力 称 为 一 个 呈 型 
的 款 合 完 层 . 

其 有 不 同 互 和 总 值 但 有 相同 电子 组 态 的 各 们 原子 能 航 ， 它 们 
之 闻 的 能 其 莽 旦 由 电子 间 的 静电 作 有 川 由 引起 和 的， 这 些 能 蕙 黄 通 省 
是 很 小 的 ， 只 有 不 同 组 态 能 级 闻 距 的 儿 分 之 一 ， 半 于 诅 坊 相同 而 
二 下 上 屿 不 同 的 各 全 能 级 的 相对 位 置 问题 ， 存 在 着 以 下 的 经 验 规则 
( 洪 德 定 则 :上 . Hund1925): 

能 量 最 低 的 谱 项 上 共有 (所 给 世子 组 态 中 ?最 大 可 能 的 S 值 以 及 
{对 这 个 访 值 而 言 ) 划 厂 可 能 的 无 值 .多 

对 一 个 已 知 的 电子 组 态 ， 我 们 现任 来 谎 明 如 何 发 出 可 能 的 计 
原子 谱 项 。 六 凡 其 中 的 电子 者 是 不 等 效 的 , 上 和 证 的 各 种 可 人 能 证 


QQ 我 们 这 里 不 考虑 每 个 多 系 能 级 的 业 细 结构 ， 

免 ” 训 求 3 利 基 淡 的 原因 ， 可 作 如 下 的 解 大 以 双 电 子 系 楷 为 二 ， 此 时 有 3=0 
或 SS= 1; 良 旋 1 对 应 于 一 个 反对 称 药 坐标 发 卫 数 gtr 了 Ti， 当 二 ry 队 , 这 个 前 数 等 
十 花 : 斤 笨 活 说 ,在 态 =1 六 态 中 找到 两 个 儿子 紧密 二 近 的 几率 足 根 小 的 ， 这 意味 着 
它们 之 疗 的 静电 不 力 比较 增 , 网 而 能 下 比 较 医 ， 同 理 , 对 一 个 多 电子 系统 讲求 ,“ 最 芭 
对 称 " 的 于 个 从 标 流 函数 对 应 于 最 大 移 自 旋 值 ， 
304 。 


可 以 肘 角 动量 相 加 法 则 直接 求 出 ， 例 如 对 于 R71, RP 了 组 态 (n 和 %' 
不 相等 ), 总 角 动 量 王 可 到 2, 1, 0 诸 悄 而 总 自 诈 仿 =0,1; 两 者 组 合 
起 来 , 可 得 1 态 , "3 13D 诸 谱 项 ， 

如 末 我 们 沽 虚 交 是 等 北 电 子 , 就 会 出 现汇 利 原 理 所 加 的 限制 ， 
以 三 个 每 效 了 电子 所 组 成 的 组 态 为 例 . ?==1 了 时 信 态 )， 轨 道 角 动 
量 的 投 形 和 可 取 mx 二 1, 0, 一 1 诸 值 , 因此 共有 六 种 可 能 的 态 , 分 别 
上 共有 以 下 的 况 和 o 和 值 : 

(a) 1, 1/2, (5) 0,1/2, C0) —1,1/2, 

(a) 1 一 172， (bY 0,—12, {0) 一 1 一 172. 

三 个 电子 可 以 处 于 上 列 在 意 三 个 不 同 态 中 ， 和 结果 所 得 的 各 种 原子 
大 ， 分 州 共 有 以 下 的 总 轨 所 和 角 动 量 投 影 开工 吕 和 总 日 旋 技 形 
Ms = er: 

(og-; a -6) 2, 112 (goate) 1,1;2 (G-i bi e) 0,3;2 

(a rhlo)l,12 (a-thb ed,12 
‘a+b’ 0)0,1i2 
(a bh! e012 
对 肛 于 s 为 负 丛 的 态 勿 须 写 出 , 因为 它们 并 不 给 出 新 的 内 容 ， 


于 ,=2， 虹 s 一 上 态 的 存在 ， 表 由 一- 定 有 一 个 如 谦 项 ， 对 这 个 谱 
eT i | . ‘~ 1 . pt 
质 讲 来 一 定 还 有 一 个 (1 村 ) 态 和 一 个 ( 0, 于 ) 赤 ， 其 次 ， 我 们 还 测 


， ， -vs 了 全 
F 一 个 (1 去) 入 ， 因 此 一 定 有 一 个 中 谱 项 ;还 有 一 个 ( 0, 二 ) 态 吕 
加 于 这 个 谱 硕 的 ， 最 后 ， 所 剩 下 的 0. 312) 态 和 (0, 17 2) 态 是 属于 
58 谱 项 的 . 由 此 可 见 ， 对 三 个 等 效 了 包 症 的 组 态 讲 米 ， 只 可 能 在 
力 ， DD “ 太 江 庶 项 各 一 个 , 


* 3 = 


表 工 中 列 出 了 等 攻 站 电子 答 剖 站 下 由 和 所 务 种 组 志 及 共 可 能 
县 有 的 各 秆 语 项 ， 谐 硕 等 号 下 面 标 出 的 数字 ， 表 示 所 给 组 态 中 二 
种 谱 项 的 数 日 超过 了 一 。， 对 -等 兹 岂 字 数 太 型 改天 什 的 而 些 组 起 
诉 米 C70, 玉 ; G9 ， 语 珊 总 是 "人 ， 如 朵 一 个 组 态 所 且 有 的 电子 数 
上 于 守 二 为 一 组 态 形成 半 合 亮 层 时 所 缺 东 的 岂 于 医 ， 那 么 这 上 由 个 
得 态 束 其 有 相间 的 庶 再 ， 这 个 结论 来 自 一 个 明显 的 事实 , 即 天 层 
中 和 去 一 个 电子 可 以 在 作 多 出 一 个 " 罕 从 ”， 这 个 " 空 从 " 态 周 桂 可 
用 所 作出 子 态 的 朱子 数 即 以 定 归 . 

表 1， 笨 区 所 全 的 组 你 所 能 具有 的 溢 项 








P,P 于 
Dl, 2! 15n spP 
的 3 "PD 时 吕 
dd | 
dr ds -SD :PF 
ds, Ad’ | ,pppan *PF 
di, dr SDFOF PDEFGH sD 
dr SPDRFEHT ‘PHFG ‘8 





让 用 站 德 定 则 确定 已 和 电子 组 态 的 轩 子 基 项 上 果 ， 我 们 只 恒 堵 
虑 未 名 才 尼 , 因为 满 壳 层 内 的 电子 前 二 量 世 经 村 开 拭 锁 控 . 尝 例 来 
诽 ， 谱 在 原子 的 请 壳 记 外 县 有 有 四 个 到 电子， 区 电子 的 态 虹 了 数 可 
康 0， 二 1， 洒 2 亚 个 俏 ， 朵 此 由 个 到 中 子 可 瞩 耕 同 的 白 放 投影 值 

og =112, 站 利和 施 的 蜂 大 可 能 全 以 而 为 全 -2， 此 后 这些 电子 此 须 
良 布 同 的 靖 ， 以 弘 它 们 莉 由 基 的 弄 : 三 之 六 人 ;这些 天 人 应 该 
呈 2, 1:0, --1， 因 调 形 / 二 2， 这 训 类 加，S=2 时 荆 的 最 大 可 能 使 

是 2, 其 谐 项 为 "D. 


全 题 


试 求 三 个 每 黎 天 册子 系统 拘 苏 天 本 庞 | 开光 加， 
解 ， 写 汉江 斑 星 于 的 自 旋 抽 术 和 值 立 直 营 ;可 玉生 蔡 不 相亲 ,小 约 涩 由 
= OF +* 


国 数 pos 幼 : 区 -if 下 标 代表 六 介 ) 斯 组 成 的 (61. 5) 式 形状 的 行列 式 所 络 出 
对 DD 谱 项 , 我 们 和 来 芍 凡 基 有 最 天 可 能 值 下 ,= 2 的 态 ， 此 时 们 的 两 个 
值 必 须知 二 1， 而 另 一 个 车 于 0 谈 下 革 2， 3 的 w= 十 1/723， 电 子 1 的 6= 
一 172( 与 总 自 旋 8=1/2 一 致 )， 与 此 相应 , 具有 所 需 对 称 性 的 轨道 波 函 数 为 
$= pel) — pl3) $C2)], 
握 个 落 数 炒 的 宗 景 代表 上 述 电 子 沟 编号 
对 2P 渤 项 , 我 们 研究 型 := | 的 态 , 电子 的 自 放 投影 值 和 以 前 一 辜 ， 这 
个 态 可 以 由 两 组 不 博 的 im 值 来 实现 ， 思 外 轨道 波 网 数 由 下 列 线性 组 合式 给 
出 : 
矿 二 
Wt Oo 2 1, 
搜 im6 二 时 oC [入 1 一 第 ;7 二 27 
为 了 确定 其 系数 , 我 们 刊 甫 关系 式 
Lip= P+ I+ LH) $=0, 
蚌 肝 ;= 工 的 波 国 数 必 须 满足 的 美 系 式 [如 C27.8) 1 利用 (27.12) 的 算 阵 
元 ， 元 如 得 
0 pv EY po=v 
因而 有 
Lp= (0 bu=0. 
向 丝 得 -一 86=0, 再 计 帮 归 - -化 条 件 , 即 得 a=5=]/2. 
所 世 - 算 符 作用 在 记得 国 数 上 , 可 得 一; < 工 的 各 个 状态 波 函 数 ， 


868. 上 类 备 能 级 
椅 定 刘 方 种 能 够 精确 解 贡 的 唯 - -版 子 ， 瑟 是 一 切 息 子 中 最 入 
单 的 学 原 子 ， 氨 原子 以 及 只 含 一 个 电子 的 帘子 He?; 工 ip 它们 
的 能 级 是 内 玻 汞 公式 036. 10) 给 出 的 : 


me 1 
nT Ba. 1 
E 3221 PFA ni 1 


式 中 的 Ze 旦 原子 核 的 电荷 , 形 是 核 质 量 ， 名 是 王子 的 质 苇 .注意 ， 
-307 。 


(58. 2) 式 当 有 计 及 任何 相对 论 效 应。 在 这 样 的 近似 下 ， 存 在 
若 §36 中 提 公 过 的 毛 原 子 特有 的 省 加 (偶然 ) 简 并 ; 主 蕾 于 数 % 统 
定时 ,能 证 不 依 癫 于 加 道 角 动 诈 也 

其 它 所 也 中 也 存在 着 类 似 于 气 原 了 性质 的 态 ， 我 们 所 指 的 证 
那样 -- 些 区 灌 发 态 , 态 中 的 一 个 电子 具有 很 入 的 主 丸 子 数 . 从而 巷 
本 了 是 还 离 原 于 核 的 ， 在 其 逢 近似 下 ， 这 个 由 王 可 以 看 作 正 企 有 
效 电 荷 为 1 的 “原子 实 " 的 库伦 场 中 运动 ， 和 但 起 这 样 算 于 的 楷 级 位 
术 免 过 于 粗糙 了 - - 些 : 有 必要 加 进 一 个 修正 ， 以 便 计 有 在 下 中 高 
内 劳 场 与 纯 库 伦 场 的 共 别 ， 这 个 修正 的 性 质 ， 根 据 以 下 禾 谍 在 容 
锡 视 定 的 . 

帕 于 基于 数 很 天 的 坊 都 是 准 经 典 的 , 它们 的 能 级 可 以 用 正直 - 
索 末 碍 入 和 子 化 规则 (C48, 6) 式 求 出 ， 近 楼 5 远 小 于 “轨道 半径 7 处 的 
场 .字库 伦 场 的 其 骨 , 形成 上 可 通过 修改 了 = 处 的 波 师 就 边 界 条 什 
床 加 以 性 虑 。 这 天 使 得 径 强 运动 守 末 化 条 件 中 的 8 弟 数 所 及 疏 
变 。 册 二 这 个 条 件 的 虚 它 方 介 保持 不 变 ， 因 此 可 得 出 名 i 论 ， 所 得 
和 葡 能 级 表 式 与 笃 原 子 的 差别 ， 民 在 于 把 径 节 村 数 或 玉 时 子 数 旬 改 
成 于 十 各: 其 中 的 为 某 一 常数 ( 称 为 里 德 伯 修正 ): 


p me 1 
二 


里 德 伯 修正 ( 控 定 多) 与 % 无 关 ， 但 它 当 然 不 受 滞 上 电子 的 角 量 
子 数 二 的 讽 数 (我们 已 把 1 联 作 A 入 的 下 标 )， 同 时 焉 起 驶 个 原子 的 
角 动 量 三 和 六 的 图 数 ， 当 工 利 号 络 定 以 后 , 态 , 随 着 二 的 增 大 而 很 
快 地 减 小 ，! 愈 大 , 污 电 子 在 原子 核 附近 所 耗 的 时 间 僵 知 ， 因 此 当 
z 增 大 时 , 它 的 能 级 一 定 会 全 来 全 接近 于 受 原 子 的 能 级 症 . 


[68. 2) 


全 为 弟 例 想见 ,我们 萄 出 加 原 了 商 激 发 态 里 德 信 雍正 上 生 实 又 值 ， 各 原子 的 总 自 
许 值 可 以 是 各 =0 和 1 而 在 押 考 虑 的 柱 内 . 六 误 道 角 动 坚 二 与 玛 流 电子 的 萌动 最上 相 
从 ( 另 一 个 电子 处 于 1s 总 Y， 痊 个 污 德 请 修 和 下 为 ， 于 祈 0， 二 一 0.143， 丰 ,二 
F001, Ma = 0.0022; 对 矶 二 1 S02 一 0.296, 外 1 二 一 和 068, AA: 二 一 .D029 
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例 是 
对 远离 虞 子 实 前 -个 电 了 -, 试 求 共 s 坊 类 香波 函数 的 潮 近 直 式 . 
和 解 ， 远 路 离 处 的 汤 为 局 = 一 1/7( 用 康子 单位 ), 所 求 的 里 (7) 函数 满足 下 
下 蘑 定 羔 坟 屁 : 
rr 2 FE 1 oo 
多 十 一 和 一 站 十 二 区 二 人 0 
其 由 gs 21|， 试 今 解 的 形式 汶 六 二 常数 义 77e-*r， 并 赂 去 出 疡 /7? 误 威 
得 更 快 的 项 , 求 得 
节 一 管 数 X re 


$69. 自 治 场 

含有 一 个 以 上 电子 的 陈 子 , 它 的 醇 定 证 方程 无 法 作 和 解析 和 解 . 因 
此 : 计算 原 闻 能 级 及 其 定 坊 波 暑 数 的 各 种 近似 方法 共有 重要 次 义 ， 
扰 中 贡生 烛光 六 法 就 是 所 谓 自 治 场 法 ， 这 个 方法 的 大 本 思想 ， 就 
是 把 原子 中 的 租 个 电子 部 看 作 巧 在 癌 了 楼 及 其 余 电 子 所 构成 的 
“自演 场 * 中 运动 

我 们 以 所 原子 为 俩 ， 并 且 只 限于 过 论 两 个 电子 都 处 于 s 志 蛙 
的 谱 项 各 可 以 相间 或 者 不 同 ); 此 时 整个 原子 也 特 处 于 六 态 ， 今 
8 和 bot 为 两 个 电 了 的 波 羡 数 ;在 s 态 中 ;它们 内 能 是 电子 
到 原子 棱 的 中 离 > 7 的 国 数 ， 整 个 原子 的 波 国 数 ¥ (7 ro 是 这 
两 个 明 数 能 对 称 乘 积 


=) Bar {69. 11 
还 是 反对 称 乘 积 
br pr) Oo Wr) Bar1), {09., 21 


这 要 看 所 邯 虚 访 的 总 自 旋 是 今 <0 还 是 妨 : :1@8， 我 们 将 考虑 后 一 





中 呈 = 昌 的 所 皮子 术 通常 琢 为 伸 轩 赤 , 和 = 工科 杰 划 森 为 正 损 坊 ， 
= 了 站 时 » 


种 情形 ; 此 FF 匣 和 #a 图 数 可 以 认为 是 正 交 的 他. 

现在 来 试 求 (69. 2) 形 式 的 函数 ， 使 它 成 为 原子 真实 波 范 数 的 
节 佳 近 f 仇 ， 为 此 目的 ， 我 们 自然 要 从 变 分 原理 出 息 ， 并 旦 只 考虑 
呈 (69. 2 形式 的 尝试 国 数 , 这 个 方法 是 旧 福 克 提 下 的 因 

我 们 知道 , 苹 定 主 方 程 可 壕 了 下列 变 分 原理 得 山 : 

目下 wariay;= 极 小 值 
其 附加 条 件 为 
[fiwisaviar,=1, 


(积分 是 对 所 原子 中 两 个 电子 的 坐标 进行 的 )， 变 分 后 ， 得 下 列 
方程 : 
| | Sp*(F — Ey yavidy,=0. (69. 3) 


因此 , 在 波 函 数 妆 的 任意 变 分 下 , 我 们 就 得 到 通 营 的 醉 定 膏 方 程 
在 委 治 场 法 中 , 我们 把 (69. 2) 形式 的 风 代 人 (169. 3) 趟 中 ,并 对 同和 
区: 国 数 分 别 进 行 变 分 ， 换 名 话说 ， 我 们 是 针对 (69. 2) 形式 的 各 种 
风 函数 去 寻求 积分 的 极 值 ; 结果 所 得 的 能 量 本 征 舍 入 其 波 孙 数 当 
然 都 是 不 精确 的 , 但 却 是 能 够 表 成 (69. 2 形式 的 最 佳 图 数 . 

氨 原 子 的 哈密 顿 量 共 有 下 列 形式 灸 


| A 1 ba 1 2 
BB 69. 4) 
下 | | HH | 六 2 了 7 A rl ‘ : 


其 中 ra 是 两 个 电子 问 的 虐 离 ， 把 (69. 2) 代入 (69. 3 进行 变 分 , 并 
全 ”由 店 淋 场 尘 湛 得 的 种 种 电子 志波 函数 六 2 一般 授 来 ， 并 水 相互 下 从 , 因 
为 它们 不 是 同一 帮 程 而 是 不 网 方程 的 解 ， 但 是 在 C69,3) 式 中 ,在 水 改变 整个 原 节 鸥 ¥ 
国 数 的 条 件 下 ,我 们 可 以 把 ga 工 为 如 2 二 十 溃 娄 V1 适当 好 选择 记 个 常数 ， 我 们 
总 能 保证 站: 和 如 正 交 . 
B.A. Pog 1930, 
去 本 节 { 和 外 括 例 题 ? 下 都 洪 用 原子 单位 币 ， 
" 31， 


令 披 积 国 数 内 6%4 和 dy 前 的 系数 分 别 等 于 零 ， 容 易 得 到 下 列 方 
程 组 : 


并 > 、 
| A -| ~ -大 Ha Galr) yr) 


2 [Hs :OatT) JWatr) 0, . 
(B69.3) 


忌 全 -| 2 二 Hi—Gutr) gar) 
T J 


+ [Ht G2(7)i#1(7) =0, 
共 中 的 
Gas (71)= | yer ra gp, 


Ho = we 人 (一 志和 一 全 )foa， ‘ia, b=1,2) (69, 6) 


这 就 是 应 用 自治 场 法 最 后 所 得 的 方程 组 ; 它们 只 能 用 数值 方法 求 
解 D. 

对 于 更 复杂 的 情形 , 也 能 用 同样 方法 导出 一 从 方 程式 . 代入 变 
分 原理 积分 式 内 的 原子 滤 消 数 ， 是 单 电 子 流 图 数 的 连 睫 积 的 某 种 
线性 组 含 ， 这 种 线性 组 合 必 须 这 样 还 定 : 首先 ， 它 的 置 岳 对 称 性 
必须 号 所 考 虎 原子 态 的 申 日 旋 咏 一致: 其 次 ,还 应 和 原子 总 轨道 角 
动量 的 给 定 便 工 “ 玫 马 . 

我 们 在 空 分 原理 中 采 几 了 具有 必要 置 欣 对 称 性 的 波 闭 数 以 
后 ， 它 就 自动 地 计 及 『 原子 中 电子 问 的 底 换 作用 ， 如 果 我 们 路 去 
交 柳 作用 ， 半 且 略 去 记 给 电子 组 态 中 原 了 于 能 最 与 的 代 赖 关系 汪 


全 于 自治 场 活 算出 的 加 尺 了 于 能 级 与 党 说 学 数据 比 续 , 估计 这 种 才 贡 的 误 音 约 为 
5 需 , 其 些 情 形 下 寺 至 异 好 些 ， 但 对 项 系 熙 子 , 其 误 羔 可 能 与 相 邻 能 和 贡 的 时 距 太 小 相 比 
扫 , 从 而 拾 出 错误 的 能 饥 铂 序 . 
男 ” 美 于 粮 力 场 中 闲 电 子 系 张 吸 国 数 的 一 般 构 井 睫 法 ， 见 主人 3 中 进贡 的 工 避 ， 
Kaplan 的 书 . 
二 DD.R.Harlree 1928, 
» ii: 


就 可 以 得 到 一 庆 上 比较 简单 的 方程 式 ( 拭 出 的 结 洒 固然 要 略 善 一 
些 )， 仍 以 插 原 子 为 例 ; 叱 时 可 把 电子 波 国 数 的 方程 育 接 写成 通 稍 
形式 的 藤 定 订 方 程 : 


Eryx +Es—Voara) a Cra) = 0, (om=1,2) 《69. 7) 


式 中 的 了 是 一 全 电子 在 村 库伦 场 虽 在 另 一 电子 的 电 藻 分 布 场 中 
运动 时 所 具 的 细 能 : 


Vr) = -二 + | 二 -rar, (69. 8) 


对 也 有 类 似 的 形式 ， 为 了 求 出 整个 原子 的 能 基 产 , 我 们 注意 到 ， 
i 十 之 和 中 已 把 两 个 电子 间 的 区 电 作 用 计算 了 两 馆 ， 因 为 这 个 
甫 电 作 州 既 在 第 一 个 电子 的 荔 能 请 it 中 出 现 ， 又 在 第 二 个 电子 
的 和 蕉 能 Pt 中 出 现 ， 所 以 企 吾 二 玖 中 把 电子 相互 作用 的 平均 
能 旦 去 拭 一 次 以 后 , 就 可 以 得 到 全 即 


B=B+B— || yr yard dvs C69.9) 


如 要 改进 这 个 篇 化 方法 所 笃 的 结果 ， 可 在 随后 计 及 交换 控 用 
以 及 能 量 对 工 的 依赖 关系 , 把 它们 当 作 微 城 米 处 理 . 


价 十 

1， 试 求 握 原子 和 交手 岗 子 5 有 具 区 两 个 电子 以 帮 电 荷 为 革 的 原子 核 ) 基 态 
能 量 的 近 拟 值 , 把 电子 间 的 机 焉 作用 当代 拟 拢 ， 

解 ， 是 志高 子 由 的 两 个 电子 玫 处 上 塌 ， 未 二 能 芋 值 党 于 类 乞 高 子 起 
坊 衣 晤 的 两 档 t 央 为 有 两 个 电 了 于》: 

B= 212 — ZY, 
电子 的 相互 作用 能 基 对 下 列 疏 冰 数 (了 酚 个 上 = 一 0 的 莹 原子 波 扰 数 的 乘积 ) 求 平 
均 ; 
锁 一 巷 T 的 af er itr, (1 


了 了 


即 择 : ' 摄 近 似 的 伴 下 值 ， 扶 分 式 
Elle (yaF ap, 
-rr Ti 


可 按 下 式 茄 意 地 算出 : 
B=2l afp 一 全 pulVi, dVi= darridr, 
| Too 


dF ,=— dxridr,, 
此 夫 旺 电信 分 布 5; 二 1 思 |: 在 球 对 称 分 布 的 二! | 扬中 的 能 啊 ; 2F; 的 
牙 积 函数 是 电 共 patr2) 和 ri<rs 的 球形 场 中 的 能 曼 ， 积 分 式 前 的 因子 2 基 
虑 了 Ya 习 形 的 臣 献 ， 出 于 式 得 有 0=5 艺 /8, 最 后 有 
加 一 至， 十 吾 册 一 一 Zr 十 电力 


对 握 原 下 (一 2， 上 上 式 攻 出 一 加 = 11 一 2.75: 上 所 原子 基态 能 芒 的 宗 际 
作为 一 .=2.97 原子 单位 =78.9 电子 优 ， 
2 用 变 分 车 求 和 解 上 有 题 ， 凤 波 肖 炽 近似 吧 开 成 两 个 带 有 有 有 党 楼 电 苟 的 骂 
原 证 江阴 娄 拘 匡 和 ， 
解 ， 茂 人 科 溢 计算 下 列 积 分 式 : 
(Paar He— dl (ATA 一 至 -到 
, 2 Tri Ts 了 12 
茶 中 的 全 了 到 上 题 人 1 世 的 形状 ， 井 把 上 3? 式 中 的 区 改 应 有 总 电 罕 名 71: 
的 积分 可 接合 题 1 的 方法 算出 : 由 于 功 定 请 方 竹 
( - 计 A， -= 2p 
轨 六 的 积分 品 可 化 戌 六 7 的 各 从， 结果 得 


2 5 
(1 HYAV AP 一 各 8 一 22ZGefi 十 可 Sarr 


作为 Zt 的 晴 数 ， 这 个 表 式 当 Zozr=2 一 计时 其 有 极 小 信 ， 它 所 对 应 的 能 


四 
玖 = (2 站)， 


对 氢 顾 ” ， 上 上 式 络 | 一 上 二 二 2,85. 
要 福 总 的 是: 只有 也 上 Zasrr 值 的 省 国 数 517， 和 不 但 对 其 有 (1) 式 形 直 的 所 
有 谢 狐 讲 洲 中 虹 佳 的， 而 且 对 只 优 箱 于 yz 的 匣 种 王 数 讲 来 也 是 肾 信 的 . 
» SI» 


量 值 为 


$ 70。 托马斯 - 绵 密 方程 

天 和 月 洽 场 法 对 原子 中 的 电荷 分 布 及 场 进 行 数 值 计 算 ， 是 一 件 
极其 繁重 的 工作 ， 尤 未 是 对 复杂 原子 .但 是 ， 对 复杂 原子 我 们 有 
男 一 种 近似 方 蓝 , 这 个 方 汪 的 优点 是 简单 ; 但 它 的 结果 显然 要 比 自 
洽 场 靶 的 精度 莽 很 多 ， 

这 个 方 靶 中 所 依据 的 玉 实 是 这 样 的 ， 在 拥有 天 景 电 子 的 复 素 
县 于 中 :大多 览 的 电子 具有 比较 大 的 主 量 子 数 ， 这 样 的 条 人 下, 可 
以 应 用 浴 经 典 近 人 位， 因此， 可 以 对 其 中 的 单 电 子 访 应 用 “和 相 格 ” 
(3 48) 的 扳 念 . 

处 于 物理 空间 是 体 和 元 内 动 景 值 小 于 了 的 电子 ;对 庶 的 相 空 


癌 体积 等 于 人 pay. 这 个 体积 中 的 " 相 格 "， 亦 即 可 能 态 的 数 月 ， 


等 于 久 4zpdF/3(t2m) 5, 这些 态 中 的 电子 数 在 任何 时 刻 者 不 能 超过 
下 列 数值 : 


EE 及 区 
rT Ed eid 


{每 一 * 相 局 "中 只 能 装 进 自 旋 相反 胡 两 个 电子 }， 在 要 太原 子 中 ， 
每 一 个 9F 体 和 和 ! 元 内 的 电子 必须 十 淇 ( 相 空 间 内 的 ) 动量 慎 从 零 直 
到 某 一 - 极 大 和 值 血 为 由 的 相 赂 ， 此 时， 电子 动能 在 每 一 虑 都 取 尽 可 
能 小 的 数 倩 ， 如 果 把 dT 体积 元 内 的 电子 数 写成 adg7 (4 为 电子 数 
密度 ) , 那 末 :各 点 处 电子 动量 的 极 大 植 pe 与 # 的 关系 为 


天 mw 
在 电子 密度 为 ?的 地 方 ,一 个 电子 的 蒸 大 动能 值 四 而 等 于 
人 E.Fermi ML. Thomas., 1927。 


全 ”本 节 梁 帅 原 子音 位 制 . 
+ 14. 


(8mn) 2/3 (70. 1 
其 次 , 设 (7) 为 静电 势 ,假定 它 在 无 穷 运 姓 等 干 零 .电子 的 总 
能 量 为 于 太一。 显然, 每 个 电子 的 总 能 量 一 定 等 于 负 值 ， 否 则 它 


会 运动 到 无 穷 还 处 去 ， 我 们 用 一 oo 代表 每 点 处 电子 名 能 显 的 级 大 
值 , Po 是 一 个 正 的 常数 ; 如 末 ma 不 是 营 妾 的话， 电 荆 职 会 及 Ps 较 
小 之 处 运动 到 po 较 大 之 处 ， 因 上 比 我 们 可 各 出 


Wp po (70. 2) 
把 (70. 了 和 (70. 2) 式 等 同 起 米 , 即 得 


n= "2(9— po) 1 


了 (70. 3) 
这 就 是 丫 子 多 各 点 处 的 蝶 节 密度 与 势能 的 关系 式 . 

用 一 po 了 时, 密 诬 ”等 玉 零 ;在 gp 一 go 的 整个 区 域内 ， 旺 然则 应 
令 5 等于零 ,否则 (70. 2) 式 将 会 给 出 负 的 动能 极 估 笛 ， 因 此 ,方程 
式 史 一 pp 确定 了 原子 的 边界 ， 但 是 ， 在 必 号 衔 为 零 的 成 对 称 电 菏 
分 布 的 和 外面 并 不 存在 场 ， 因 此 在 中 性 顾 子 的 边界 上 应 该 有 将 = 人 0. 
由 此 得 出 结论 , 对 中 性 原子 进来 ，2n 和 常数 一 定 更 党 于 等 反 二 , 次 
子 的 po 常数 并 泵 等 于 零 ， 

下 面 我 们 考 虚 中 性 原子 ,因而 令 po 二 9. 根据 静电 党 中 节 泊 松 
方程 ,我 们 有 入 Pp 二 rr; 把 (70. 引 ) 式 代 人 这 个 忒 子 ， 凤 得 托马斯 - 
改 密 方法 的 基本 万 程 : 

Ap=3Y 9 : (70. 4) 

基态 原子 的 电场 分 布 是 由 上 式 的 球 对 称 解 确定 的 ， 这 个 解 应 
谈 注 是 以 下 的 边 春 条 件 :r 一 0 时 , 必须 变 成 核 库伦 场 , 即 pr 名; 


得当 一 ce 寻 ， 必 须 有 有 r=0.，3 引 直下 式 定 艾 的 新 变量 XX 代替 
» 315。 


变革 了 7， 


_ _1r3x 23 
一 3-t73， 5 一 了 _ 0.885, (70. 5) 
并 引进 下 列 押 的 未 知 男 数 筷 了 本埠 玉 ; 
区 Y 史 Ia 243 X(x) 
p= X(T)= pe (70, 6) 
我 们 得 到 方程 式 
zw55 和 Pt (70., 7) 


其 边界 茶 件 为 z=0 时 关 =1 以 及 Y 和 = 名 时 X=0， 这 个 方程 不 下 
含有 住 何 参 时 ， 国 而 定 关 出 一 个 普 适 的 *(2) 良 数 ， 表 2 给 出 了 
(70. 7) 式 数值 积分 后 所 得 的 X 国 数 值 . Xtz) 范 数 是 递减 的 ,并 且 
只 在 无 穷 远 处 等 于 零 钨 、 模 各 话说 , 托马斯 - 痪 密 撑 型 中 的 原子 开 
不 存在 边界 , 形式 上 延伸 到 无 穷 远 处 . 
导数 (7 在 7 二 0 外 的 值 等 于 X'( 间 = 一 1.59，” 因此 当 2->0 
时 Xtw) 立 数 此 有 这 三 1 一 1.59% 的 形式 , 相应 的 势 p(7) 为 ; 
Pr) = 全 一 1.80242. (70. 8) 


第 一 项 是 核 场 的 势 ， 第 二 项 是 电子 在 原点 的 势 ( 普 过 单位 制 中 为 
一 1.80me 流 多 3)， 把 (70. 6 代 人 人 (70,3) 中， 可 得 电子 密度 的 下 


列表 式 : 
一 2 2 fn) eT) . (70. 9) 


吃 普通 间 料 制 中 ， 
_ Be ,i TE me: 
Pn) (ss Re 

二 方程 (70.7) 有 其 让 一 个 精 而 解 Xix7 = 1444™， 它 在 疙 江 远 娃 竺 于 惟 , 但 是 不 满 
足 #=0 处 的 边界 条 件 ， 它 可 以 当 作 英国 盖 数 在 = 汗 衫 到 时 的 一 个 请 近 直 .这 个 圾 
渤 具 有 当 z 什 很: 大 时 才能 给 出 很 杂 的 精 广 慎 , 可 是 . 托马斯 - 典 密 方程 在 运 下 离 钼 一 般 
琳 尖 不 骨 适 人 用 5( 见 后 )， 
" $16G + 





表 2 Xtx) 匡 数 的 值 




















1 

i ] 区 | Ei! z | 和 
bo 1. Du 1.4 | 0. 333 6 0. 0591 
0 0s | .O72 1.6 0 .298 7 0.0461 
D04 | 94 1.8 v.268 8 0.:366 
O06 | 0.924 | 3.0 3 | 9 i 0.0296 
Od 0 | 2.2 0.221 | 10 D.0243 
vie | 0883 2.4 | 0, 202 | 13 : 028a 
6.2 | 9.783 a6 | Oe | 
日 .3 | 0.721 2.8 | 0, 17 | 13 | 0.0145 
0.d 0.660 3.0 .157 11 | 0.6135 
0.5 ! 0.607 | 4.2 | 0. 145 | 15 0.C108 
0.8 .561 3.4 a. 134 n | 0.0058 
0.7 | 0,521 | 38.6 i te | 85 | ,0035 
0.8 人 485 | ug 0.116 30 | 9,0023 
0.9 | 0.453 4.0 | .108 40 1 0.0011 
1.0 | 0.424 #4.5 ,0919 50 | 6.00063 
1.2 | 0.374 3.0 | 0. G788 50 ] 0 Nds 





我 们 妇 代 , 按 托马斯 - 费 密 模型 ， 杰 同 皮 了 中 的 电 蘑 密度 分 市 
是 相框 的 ,并 以 2Z 13 为 畦 征 长 度 ( 在 普通 音 位 制 中 为 起 /ones 台 1 
即 焉 条 装 科 除 区 名 13)， 邵 果 以 原子 单位 量度 如 风 .那么 ， 电 子 密 
度 达 到 最 大 信 的 那个 距离 对 所 有 的 ZZ 都 是 一 样 的 ， 因 此 可 以 这 样 
说 , 床 洁 序 为 2 的 原子 中 大 多 数 的 电子 瑟 原 了 棱 的 距离 约 为 2717 
的 数量 级 ， 数 值 计算 素 明 ， 原 子 中 出 于 总 电 稼 的 一 半 处 于 兴 和 儿 为 
1.338”12 的 球 内 . 
同样 的 沽 点 表 明 , 原子 中 电子 的 平均 速度 {与 能 量 能 平方 根 同 
一 数量 级 ) 约 为 22 的 数 基 级. 
托马斯 - 费 密 方程 在 远离 原子 核 以 及 此 近 原子 核 处 都 不 能 适 
用 .， 宅 在 近 四 高 处 的 透 用 范围 ， 由 不 等 式 (49.12) 所 限制 ;中 高 更 
小 时 , 蕉 经 典 近似 在 核 库 伦 场 内 不 再 成 立 . 今 (49. 12) 式 中 的 gc 一 允 ， 
。 S17 + 


我 们 求 行距 高 > 的 下 限 为 172， 和 在 复杂 原 子 中 ， 当 ?了 很 大 时 淮 经 
典 近 伺 也 不 能 成 立 ， 穿 易 证 表 , 当 了 ~ 人 工时， 电子 的 德 布 罗 意 波长 
与 距 到 末 身 或 为 同一 数量 级 , 准 经 典 条 件 无 疑 草 汉 破 所 .这 一 

AN 2、 9. 引 式 备 珊 之 作 可 以 柳 信 ;实际 上 上 4) 


-长 密 方 程 交通 殉国 局 限 在 大 于 1 和 小 于 1 的 六 ; 离 办 pe 
在 肥 染 原子 中， 后 大 和 用 的 电子 了 于 于 是 处 本 这 人 1 个 这 只 于 月 占 ， 

后 一 邦 情 况 表 明 ， 托马斯 - 费 密 模型 中 原 了 的 “外 进 界 "位 十 
Fr 一 -1 处 ,也 就 是 原子 的 线 度 并 不 依 穆 于 号 与 时 扫 应 . 外 电子 的 能 
其 亦 即 原子 的 电离 势 也 与 ZZ 元 关内, 

灵 助 半 托 与 斯 - 费 密 方法 , 可 以 算出 总 的 电离 能 , 品 绰 移 掉 中 
性 原子 府 侠 部 电子 所 洗 需 的 能 重 ， 为 此 用 的 ， 我 们 有 必要 算 册 只 
有 托 马 切 - 亚 密 分 布 的 凰 子 闪 电荷 的 郁 电 能 ;我 们 所 求 的 总 能 后 这 
十 这 个 静电 能 的 一 半 , 因为 按 库 伦 定 律 作用 的 多 粒子 系统 中 , 亡 的 
平均 动能 等 于 平均 势能 的 一 172( 根 据 维 里 定 理 , 见 & 力 学 ?，8 10). 
BB 利 名 的 依赖 关系 可 以 根据 以 下 的 和 症 芝 虚 事先 确定 : 在 电 衍 六 
多 的 楼 声 内 运动 的 2 个 电子 , 在 与 核 的 平均 距离 为 多 仿 处 鲁 静 电 
能 ,与 2 多 /多 1= 名 人 成 正比 , 数 情 计算 的 结果 为 吾 = 20.82 
电子 伏 ， 这 个 对 多 的 依 葬 关系 与 实验 数 庙 很 符合 i 可 是 系数 多 经 
验 情 接近 于 16. 

我 们 已 经 提 到 过 ,常数 2o 取 不 等 于 零 的 正 值 时 对 应 于 电离 原 
子 ， 如 果 我 们 通过 一 V0= XY 玉 定 区 廊 冰 数 ,所 得 的 多 方程 就 
和 原先 的 (79.7) 式 租 间 .和 但是 ， 我 们 现在 感 兴 趣 的 不 是 存 无 宠 逻 
处 等 于 入 的 中 性 珠子 那 笠 的 解 ， 而 是 在 有 限 值 z 一 oo 处 等 于 零 的 

DD 当 各 .这 个 模型 不 能 及 上 映 元 素 周 期 囊 内 出现 的 原子 线 度 及 其 中 高 势 对 Z 的 胃 


期 性 使 天 关 系 . 此 外 , 经 蜂 数 据 还 表 胃 ,; 当 Z 增 去 有 时， 原 汗 织 应 组 覃 而 和 定好 塔 斤 . 月 
时 电离 势 碱 小 ， 


二 


解 ; 这 样 的 艇 ,对 任意 一 个 2 人 讲 来 ,部 是 存在 的 ， 在 &=xo 点 处 ， 
电位 密谋 和 一 起 等 村 零 ， 但 是 势能 仍 保持 有 限 什 ，zo 值 可 按 雇 
下 方式 与 电离 度 相 联 系 ， 忱 照 商 斯 定理 ， 半 径 为 7 的 球 办 的 总 电 


蓓 等 于 一 r? SP = =2Z[X(2) 一 ww)j， 把 z=wo 代 人 上 式 , 即 得 高 


子 的 总 电荷 引 由 下 六 (zx0) 一 0, 故 
2 一 Fro’ (poy. (70. 10) 
图 23 中 的 粗 长 师 线 代表 中 性 原子 的 % (要 曲 线 ; 这 条 有 井 线 的 下 而 
基 两 条 电离 度 不 同 的 离子 的 是 线 ，| 上 中 的 zf 各 俩 等 于 z=zo 处 虹 
线 的 切线 在 维 轴 上 的 蕉 距 ， 





闸 ”23 
《70. 7 坟 疝 有 任何 外 都 未 筹 于 零 的 解 ; 这 毕 解 在 无 究 迹 处 居 
发 散 的 ， 它 可 看 作对 应 于 刍 的 gi 党 数值 ， 图 23 出 也 加 出 了 两 条 
这 样 的 (Cz) 由 线 ; 它们 位 于 中 性 原 于 的 曲线 之 上 ， 在 曲线 的 x= 
zi 点 处 我 们 在 


XE Xr) =0, (70. 11) 
在 z<z 的 球 内 总 电荷 等 于 零 ( 在 图 上 , 这 一 点 显然 院 是 切线 通过 
原点 的 那个 态 )， 如 果 在 点 处 扎 昌 线 盐 断 ， 我 们 就 定 父 了 一 个 
界面 电荷 密度 不 等 于 零 的 中 性 原 于 的 X(w). 在 物理 上 这 相当 于 
束缚 让 某 一 给 定 有 限 体 程 内 的 “IE 综 "原子 9, 
四 ”这 种 方法 对 研究 高 度 压 编 物质 的 物 坊 方程 可 能 丰 用 处 . 
"5379 。 


托 污 斯 -党 密 方程 没有 计 及 电子 间 的 从 换 作 用 ， 这 种 作用 的 
区 应 竖 比 2 小 一 个 数量 级 ， 因 此 ， 在 托马斯 - 费 密 方法 中 计 及 
交换 作用 时 , 还 常 间 时 计 及 这 一 数量 级 芍 其 它 和 名 种 黎 习 ,. 中 
全 题 
试 求 托 马 馆 - 费 密 以 型 的 中 性 不 子 中 电子 癌 和 静电 作用 能 量 与 电子 和 棱 柄 


丘 作 用 能 量 问 的 关系 ， 
解 . 虹 子 所 产生 的 场 执 Ps 串 以 从 总 势 厚 中 威 去 核 势 2Qj7 而 得 到 因 


此 , 电 于 二 的 加 蕊 伟 届 能 过 为 


BR 
= 二 | 
2 | r 二 | 


i 我 们 已 四 9. 引 式 坟 3 表述 Pj]， 委 一 方 硬 ,上 电 双 与 楼 的 贺 筷 作用 能 1 和 和 


它们 的 动 施 了 党 于 


_ ni, _ IBRD,, 

T=2 作 于 4PdPA = dy, 
把 和 这些 上 起 式 与 区 起 比 较 , 得 茯 夭 式 

1 LT mn 

[4 二 志 隐 6 了 


机 


a 


厨 和 .按照 维 具 汇 理 风 < 力学 3 和 13， 计 控 崇 伦 定 符 相 互 作用 的 名 粒 于 承 统 
= — Un Vee: 结果 得 


U., 一 -30 


刘 宫 , 我们 有 2= ~ 


8$ 71， 近 核 处 的 外 电子 波 函 数 
我 们 已 经 看 到 , 根据 托马斯 - 费 密 异型， 复杂 原 了 (2 很 人 人) 中 





mr 


中 


这 已 用 直 . 站 天 mErAERNTT E.G. Tarnperai， (EDT Sl，927，1352 和 | 
.A 中 EDEEEOT TL 39, 115, 1957) 作 出 ， 
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的 外 电子 证 村 处 于 离 核 一 1 的 距离 处 了 但 是 ,原子 的 戎 二 性 所 
主要 了 服 决 于 原子 核 附近 的 电子 密度 ; 我 们 将 在 872 和 8 120 中 性 
虚 这 些 人 性质 ， 为 了 硝 定 这 个 窗 诬 的 数 于 级， 我 们 来 按 究 7 从 二 中 
离 (r 一 1) 迹 到 近 跟 黄 时 , 原子 内 电子 波 函 数 光 (7) 的 变化 . 

在 了 一] 的 区 焉 皮 , 棱 玛 受 到 其 余 电 子 的 屏 牙 , 因而 势能 


1 
UC) ~ ~l, 
这 个 场 内 电子 能 级 的 能 革 有 ~1， 在 电 痊 为 的 场 内 , 当 距 离 其 
有 玻 尔 半径 的 数量 级 一 元 时 ， 核 场 可 以 看 成 是 未 屏蔽 的 : 0= 


一 之 . 在 过 渡 区 城 /2 ?1 内 ,势能 Vi 已 比 电 子 能 最 及 大 很 


多 ,并 所 条 件 

芯 1 三 1 

a par vo 
者 为 动 景 ) 得 以 满足 ， 因 此 电子 的 运动 昌 淮 经 典 的 ， 球 对 称 有 的 淮 


1 


1 1 1 一 
TBT (六 <r<I 时 C71,.1) 
式 中 系数 的 数量 级 (全 1) 是 由 ~ 人 1 时 节 人 1 的 波 嫩 数 “ 衡 接 " 条 件 


确定 的 . 
7~112 ,根据 C71,. 洋 式 (把 如 = 一 E17 代 估 式 中 ) 的 数量 级 ， 
贡 得 和 王 和 核 外 的 波 国 数值 : 岛 


所 ~ (71. 2) 


二 在 这 一 节 内 , 我 们 采用 所 子 单 世 ， 
区 为 了 求 出 中 成 由 的 役 数 ( 当 r 一 1 区 域内 的 谴 国 孝 为 志和 时 7)， 疝 须 利 用 芭 
178 区 域内 的 L365.25) 起 . 
" S27 + 


根据 圈 力 场 内 的 波 孜 数 -- 般 性 原 全 323》， 当 距离 进一步 疾 小 时 ， 
上 {四 或 者 在 数量 级 工 保 等 为 常数 {对 s 电子 )， 或 者 开始 减 小 ( 当 
?0 HD. 

电子 处 于 过 元 区 域内 的 几率 为 

wiy | ri (71. 3) 

当然 , (71. 2), (71. 3) 式 只 确定 了 这 些 量 随 多 值 的 增 大 而 作出 
的 系统 性 变化 ， 并 没有 有 计 及 从 一 个 元 素 过 滤 到 下 一 全 元 素 时 的 站 
系统 性 变化 . 


$ 792。 原子 能 级 的 精细 结构 
关于 电子 相对 论 性 相互 作用 的 公式 推导 ， 属 于 本 数 程 下 一 类 
的 内 容 ( 见 第 四 类，5 33 和 8$ 83)， 这 里 只 把 与 原子 谱 项 有 关 的 效 
点 作 - -~ 些 一 般 介绍 . 我 们 发 现 , 原子 哈密 上 额 量 中 的 相对 论 项 可 以 分 
成 两 类 , 共 中 的 一 类 含有 粒子 自 施 算 符 的 线性 项 , 另 一 类 则 包含 它 
芍 二 次 项 ， 前 一 类 相当 于 电子 轨道 运动 和 它 的 自 旋 间 的 相互 作用 
( 称 为 自 旋 轨 道 作 用 )、 后 一 类 相当 于 电子 日 旋 问 的 相互 作 岂 ( 自 
旋 - 自 旋 作 用 )， 这 两 类 相互 作用 , 相对 于 w/e 而 言 (电子 速度 与 区 
速 之 比 ), 具有 相同 的 数量 级 (二 级 的 ); 但 在 实际 上 , 自 旋 轨道 作用 
在 重 原子 中 远 超 过 自 旋 - 自 旋 作 用 ， 这 是 因为 自 旋 胃 道 作用 随 靖 
原子 序 Z 的 增 大 而 迅速 增 大 ， 然 而 自 旋 问 作用 基本 上 不 依赖 了 2 
( 见 后 )， 
自 旋 扫 道 作 用 的 算 符 形 起 为 
PF,,= Ai, (72. 1) 


( 避 是 对 原子 中 的 所 有 电子 求 和 ), 式 中 的 和 是 电 子 自 旋 算 答 , A。 
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是 某 种 “ 遍 道 " 算 符 , 也 就 是 作用 在 坐标 函数 上 的 一 个 算 符 . 在 自治 
场 近 似 中 , A。 算 符 与 电子 就 道 角 动量 算 符 下 成 正比 , 此 时 可 把 于 
写成 
st Sal, "$a, 《72， 2 
求 和 式 中 的 系数 可 以 通过 委 论 场 中 的 电子 势能 (7) 表 成 如 下 的 
形式 : 


be 


WN 


MAU (ro) 
2mic27, ers 
出 于 (7) | 贿 了 的 增 天 而 减 小 , 所 有 的 wa 

把 相互 作用 (72. 1} 看 作 微 棺 时 , 为 了 计算 其 能 量 , 我 们 必须 把 
它 对 未 护 态 求 平 均 ， 这 个 能 量 的 主要 贡献 此 时 来 自 近 楼 区 内 ， 对 
帅 桨 为 Ze 的 核 , 这 个 区 域 的 距离 具有 让 尔 半径 ( 和 ~ 各 ;Zime) 的 数 
是 级 .在 这 区 域内 , 防 场 几乎 不 受 屏 项 , 因而 势能 为 
Ulr}~Ze/r~2 meth, 


《72. 3) 








Qs 


于 是 

2 多 和 点 
~ 所 ) 有 全， 

上 上 式 滋 以 楼 附近 发 现 电 子 的 几 素 如 即 得 gc 的 平均 值 ， 按 照 (71. 9) 
ww 和 ~ 多", 因此 最 后 求 得 电子 的 自 族 饥 道 相互 作用 能 为 

Wa 2 Pe 

z~( 害 - Ri? 

这 水 是 谤 ” 它 和 原子 内 的 外 电子 的 基本 能 量 (~me4/ 如 ) 相 差 一 个 
(Zez/je)2 因子 ， 这 个 时 子 随 着 原子 序 的 增长 而 壕 速 增长 , 在 重 原 
子 内 达到 工 的 数量 级 . 

算 符 (72. 2) 对 电子 未 扰 态 的 具体 平均 是 分 两 步 进 行 的 ， 第 一 
步 ， 先 对 总 角 动 量 和 上 总 自 旋 的 绝对 值 痊 定 为 荆 和 但 其 方向 不 确 
定 的 那些 谍 子 态 求 平均 ， 疡 ,经 过 这 样 的 平 雹 以 后 还 是 一 个 算 符 ， 

sn FoF 


加 一 -- 








但 是 这 个 算 符 现在 不 是 通过 单个 电子 的 算 符 表达 出 来 ， 只 能 通过 
标志 副 个 原子 的 算 符 直 壕 出 来 . 这 些 算 符 就 是 宇和 SS, 我 们 把 经 
过 平均 以 后 的 自 旋 就 遵 作 用 算 符 记 作 sz 它 对 8 圣 线性 ， 具 有 
下 到 形式 : 
PF = AS.L, (72. 4) 
式 中 的 4 是 标志 所 给 (未 分 裂 } 谤 项 的 一 个 常数 ， 亦 即 依 束 于 和 
也 但 和 了 振子 总 旬 动 量 了 无 美的 一 个 前 数 巴 . 
为 了 算出 简 并 能 级 (具有 给 定 的 训 和 工 值 ) 的 分 烈 值 ， 必 须 求 
解 算 符 (72. 4) 的 年 竹 元 所 组 成 的 久 甚 方程， 但 在 目前 情况 下 ， 我 
们 早已 知道 了 使 Fai 矩阵 星 对 角形 式 的 正 琐 零 级 近似 波 沿 数 ， 这 
就 是 总 明 动 景 了 具有 定 慎 的 状态 波 商 数 . 对 这 样 的 志 求 平均 ， 相 
当 于 把 5. 算 符 换 成 它 的 本 征 值 , 报 据 普遍 公式 (31.2)， 这 个 本 
征 慎 等 于 
L'S=—35I (T+1) —L(L+ DS(S+1)7. 


由 于 工 和 访 什 对 一 个 多 重 线 的 各 个 组 分 讲 来 家 是 一 样 的 ， 我 们 所 
甘心 的 又 只 是 它们 的 相对 位 置 , 因此 , 可 把 多 重 分 裂 的 能 蚜 写 成 以 
下 形式 : 

AT(T+ 1), (72. 5) 


两 个 相 邻 组 分 (量子 数 为 了 和 J 一 1 的 组 分 ) 的 间距 因而 为 


QD 为 了 养 清 这 个 算 符 的 含 闵 , 我 们 注意 到 ,量子 力学 中 的 平均 化 相当 子 到 某 个 
合 透 的 对 角 算 降 元 ， 部 分 平 艾 化 枯 当 于 取 ~- 组 矩阵 元 , 这 些 短 儿 元 对 揪 述 系统 状 志 的 
一 部 劳苦 子 数 讲 来 是 对 角 的 . 例如 , 在 目前 情形 下 , 算 符 (72. 2 的 平均 神 当 于 均 井 一 个 
炬 阵 , 它 由 矩阵 元 C85 天 5ValnM5 了 Ys) 所 组 成 ,其 中 Hz 了 条 | Ma ai 具有 各 种 
可 能 的 数值 ， 公 对 其 余 量 子 数 《我 们 用 # 代表 这 组 明子 数 》 则 是 对 角 的 ， 与 此 相应 ， 
(72.49) 中 的 全 种 工 算 符 可 以 悉 作 答 降 <5|SL Ms> 和 < 和 LILIYE， 打 欠 降 光世 由 
{27.13) 完 给 出 ， 在 以 后 的 基 些 处 理由 , 同样 话机 这 种 分 步 下 坞 化 的 手段 . 
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AB, ;1= AA, (72.6) 
这 个 公式 称 为 朗 德 间距 定 则 (1923). 

常数 和 可 以 是 正 的 ， 也 可 以 旦 负 的 ，4>>0 时 ， 多 重 能 级 的 最 
低 组 分 县 有 最 小 的 了 值 ， 即 了 = 位 一 813 这 样 的 多 重 线 称 为 正 多 
重 线 ， 如 果 4 二 0, 多 重 线 的 最 低 组 分 则 为 了 : 工 汪 8 的 能 级 ; 这 样 
的 多 重 线 你 为 倒 多 重 线 ， 

如 果 - .个 京子 只 有 一 个 未 满 克 层 , 对 这 种 启 子 的 基态 讲 来 , 容 
易 确 定 4 的 符号 ， 如 果 这 个 术 满 党 层 中 所 准 的 电子 数 没有 超过 一 - 
半 ， 则 按 洪 德 定 则 67)， 上 其 中 所 装 的 % 个 电子 的 自 族 机 丽 平 行 ， 
使 得 总 自 谋 具有 最 大 可能 值 8S=n/2， 把 ss 一 S/n 代 人 (72.2) 并 
把 gs( 灶 同一 壳 层 内 的 所 有 地 子 讲 米 , om 是 相 冉 的 ) 移 到 求 和 导 外 ， 
即 得 

Ps =:L, 

亦 旭 4 二 /2S>>0， 如 昌 谈 党 屋 填 充 过 半 , 则 人 在 (72. 2 式 中 事先 加 
进 一 个 对 空位 (未 油光 度 中 的 窑 穴 ) 求 和 之 项 , 随即 把 它 减 去 , 由 于 
满 壳 层 的 了。 = 0, 结果 使 六, 算 符 具有 上 只 对 空 穴 求 和 的 形式 


VF 一 一 了 cs。 "8,, 


原子 的 总 自 族 和 总 轨道 角 动 量变 成 各 一 一 人 > 各 和 L = 一 之 ].。 再 


用 以 前 的 方 活 , 即 得 4= 一 避 22, 冯 4<0. 
厄 据 以 上 葛 分 析 , 对 于 只 含 一 个 末 满 壳 层 的 原 于 讲 来 , 可 以 得 
遇 一 个 简单 的 规则 ， 用 以 给 晶 该 原子 的 基态 本 信 ， 如 果 这 个 未 江 
党 层 中 的 电 计 数 汕 有 起 这 该 党 层 雇 能 容纳 的 最 大 电 了 了 数 的 一半， 
则 本 | 工 一 态 | ;如 时 访 光 层 超过 本 半 油 ; 则 了 一 研 十 必 . 
我 们 早已 指出 过 , 自 旋 - 自 话 作用 不 同 于 息 旋 轨道 作用 , 它 基 
本 上 不 依赖 于 2“， 它 是 电子 辐 的 一 种 卫 接 人 作用， 显然 不 会 包 侣 
-325 。 


核 场 . 

针 日 旋 - 自 旋 作 用 算 符 阔 平均 ,与 (72, 4) 式 相 类 似 , 得 到 的 表 
式 将 是 和 的 二 次 起 ， 站 和 (都 是 和 的 二 次 式 . 前 者 的 不 征 
什 与 J 无关, 不 会 给 出 谱 项 的 分 裂 ， 因 此 ,可 把 它 防 去 ,而 写成 

产 一 也 (号 . 工 ) 2. (72.7) 
此 中 的 百 是 一 个 常数 ， 这 个 算 符 的 本 征 值 中 售 有 与 了 无 关 的 项 ， 
以 及 与 了 (7 二 蕊 成 正比 的 项 , 最 后 , 还 有 与 (1) 成 正比 的 一 
项 .其 中 的 第 一 项 并 不 引起 分 烈 , 我们 不 感 兴 趣 ;第 一 项 可 以 包括 
在 {72. 9) 式 内 , 只是 改 弄 了 了 一 下 常数 4， 最 后 , 第 三 项 给 出 的 能 量 
为 

BJC 十 1 (72, 8) 


866 一 867 中 讨论 的 原子 能 级 构造 方案 ,是 以 下 列 假定 为 基 
础 的 , 即 把 电子 的 所 道 角 动 一 和 相 加 成 为 谅 子 的 总 轨道 角 动 量 二 ,并 
把 它 们 的 自 族 相机 威 为 总 中 施 全 ， 我 们 早已 指出 过 , 这 种 矶 法 , 内 
有 当 担 对 诊 获 应 很 小 时 地 是 人 台 理 的 ;更 了 确切 惠 说 , 精细 结构 的 间距 
必须 还 小 于 工 和 总 值 不 同 的 那些 能 级 之 癌 的 向上 距 .这 样 的 近似， 
称 为 罗素 -又 德 斯 情形 全, 也 称 为 “LS 耦合 ”. 

但 在 实际 上 ， 这 种 近似 的 适用 范围 是 有 有 限 的 。 轻 原子 的 能 级 
是 按 上 S 而 合 排列 的 , 但 当 原 子 序 增 大 时 , 原 症 中 的 相对 论 相 互 作 
用 增强 起 来 , 罗 喜 - 骏 德 斯 近似 就 变 得 不 过 吉 了 外, 还 应 注 芒 的 足 ， 
这 种 近 亿 特别 不 适用 于 总 激发 的 能 级 , 此 时 , 注 子 中 的 一 个 电子 处 
于 % 值 很 人 的 态 中 ， 从 而 基本 上 远离 原子 楼 (#68)， 这 个 电子 和 

TD HN,Russell,F.A. Saunders, 1925, 

地 ”但 是 此 锯 指 出 ， 凡 管 撒 述 这 个 看 全 方式 的 定 让 会 式 不 通风 了 :， 和 己 接 这 种 饥 合 
方案 推出 的 能 级 分 类 , 对 就 重 的 刀子 特别 旺 对 它 的 那些 最 降 术 5 世 拓 基 坊 ]) 而 襄 , 仍 可 
能 右 意 立 . 
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其 往 运 动 电 子 间 的 芒 电 作用 比较 弓 ; 可 慧 , “原子 实 "中 的 相对 论 相 
互 作用 并 不 因 些 城 小 . 

在 相反 的 各 端 情形 下 , 机 对 论 作 用 远 超 过 静电 作用 (更 精确 地 
说 ， 迹 超过 依 环 于 王 和 态 的 那 部 分 能 量 )}。 这 个 守候 . 扳 们 不 蕉 把 
轨 适 前 动 证 和 上 自 旋 分 江 来 处 理 ， 因 为 它 信 不 丹 宪 恒 ， 每 个 单 电子 
用 它 的 总 表 动 其 了 来 标志 ， 由 于 相 轩 成 为 不 了 的 总 多 动量 7， 原 
于 能 级 的 这 种 均 造 方式 称 为 "和 7 掉 合 ”实际 上 ;我 们 并 没有 在 纯 态 
中 磁 到 过 六 朱 合 ;但 是 介 荆 上 5 和 和 了 i 下 合 之 间 胸 从 种 注 合 方式 . 
曾 讶 极 恒 党 于 的 能 级 中 观测 到 D. 

还 有 一 种 六 特 的 稍 合 方式 ， 曾 在 某 些 高 激发 态 中 观测 到 ， 此 
时 的 “ 录 子 实 ” 仍 可 处 十 罗素 -村 德 斌 术 中 , 也 屿 是 以 了 和 总 值 为 标 
机 的 志 中 , 也 足 它 与 站 激发 电子 问 的 耦合 则 站 入 型 的 ; 共 原 注 仍 
慎 由 于 这 个 册子 的 静电 作用 比较 纺 ， 

所 原 子 能 级 的 精细 结 多 具有 茶 些 特殊 性 ， 它 将 侍 本 教程 的 弟 
四 着 中 作 直 精 靖 计算 { 第 四 着 ,34)， 这 理 只 须 指 出 , 当主 量子 数 

站 苔 定 后 ,能 量 只 与 时 了 的 总 前 动量 于 市 天， 因此 , 它 风 能 雍 简 并 
度 并 没有 完全 清除 近 ; 对 一 个 具有 给 定 #* 和 3 伍 徇 能 级 讲 来 , 怠 有 


轨道 角 动 量 为 1 一 j 士 112 的 两 个 态 ( 除 韭 了 值 等 于 x 一 方 , 这 是 
给 定 后 的 屋 大 了 值 )， 例 如 , %=3 的 能 级 分 弄 成 为 三 个 能 级 , 其中 
的 $3 DP 态 属 于 一 个 能 级 ， D3 和 ds 坊 域 于 田 一 个 能 级 ， ds 由 属 
于 第 三 个 能 级 ， 
8 73。 门 捷 列 夫 元 素 周 期 系 
元 素 按 原子 座 的 递增 次 序 排列 以 后 ， 呈 现 出 性 质 上 的 周期 性 
也 ”甘于 各 种 塌 舍 方 寨 及 此 定 攻 市 后 前 问题 ， 详 见 下 书 : E.U.Condon, G.I. 


Shortley; The Theory of Atomic Spectra, Cambridre University Press, 
1 和 36, 
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变化 也, 要 关上 中 这 种 变化 看 本 质 ， 苦 琐 钱 究 原子 的 各 个 电 季 寺 层 逐 
步 拼 娃 死 时 的 竺 扎 ， 周 期 系 的 环 论 大 下 玻 东 县 提出 的 ， 

具 一 个 原子 过 渡 到 下 一 个 原子 时 , 电 癌 增加 1, 并 有 一 个 电子 
洲 入 壳 呈 中 ， 初 想起 来 ,经 个 相继 深 入 的 电子 , 它 的 结合 能 似 应 随 
原子 序 的 增 大 而 逐 浙 递增 ， 但 实际 变化 却 完 全 不 是 这 样 . 

基 坊 毛 原 子 中 ,只 有 一 个 处 于 1s 态 的 贝子 ， 下 一 个 元 素 氨 的 
原子 中 , 派 各 了 另 一 个 1s 电子 , 可 是 氮 原 子 内 每 个 1s 电子 的 结合 
能 要 比 氨 原 地 内 的 电子 结合 能 大 很 多 . 这 是 ~ 种 由 然 的 结果 , 因为 
氏 原 子 内 电子 庚 处 的 场 不 同 十 小 加 到 He! 离子 内 的 一 个 电子 所 
处 的 场 。 这 西 个 场 存 远 距 处 近 们 地 相 回 ,但 在 近 核 处 ,和 一 2 的 He? 
离子 场 别 比 罗 =1 的 复 楼 场 绒 得 多 。， 在 链 原 子 (Z= 3) 中 ， 第 三 个 
电子 只 能 十 和 人 2s 志 ， 因 为 18 恋 中 不 可 能 癌 时 存在 两 个 以 上 的 电 
下 ， 对 一 个 给 定 的 2 值 而 言 , 28 能 级 高 于 13 能 级 ; 但 这 两 个 能 级 
者 靖 核 电荷 拘 增 加 而 下 隆 ， 得 从 多 = 二 2 过 流 到 =3 轩 . 前 一 种 效 
应 是 宝 要 的 ,所 以 Li 原子 中 第 三 个 电子 的 结合 能 远 小 于 括 原 半 中 
电子 的 结合 能 ， 王 往 ， 从 Be (2 二 4 原子 到 Ne( 名 = 10) 风 地, 人 先 
填 人 一 个 2s 电子 , 同 陆 绪 填 人 6 个 28 电子 .这 些 电子 的 结合 能 ， 
出 十 核电 靖 的 说 大 而 平均 地 增 大 ， 再 下 一 个 电子 的 次 人, 花 到 Na 
(名 =11) 诛 子 ， 它 内 能 填 到 38 态 ， 了 由于 这 个 十 人 更 商学 车 国内 站 
应 要 大 于 楼 册 荷 增 大 的 北 详 ,所 这 结合 能 再 次 显 洲 地 下 降 . 

胆子 光 层 的 上 述 填充 图 象 反 蚂 了 各 元 素 构成 的 整个 系列 的 特 
征 ， 全 冰 电 卫 态 可 以 分 成 若干 个 依次 被 填充 的 组 ， 当 每 组 中 的 各 
态 依 次 被 填充 时 , 结合 能 平均 地 增 大 , 但 当 轮 到 下 一 组 的 态 开 始 被 
填充 时 , 结合 能 浆 最 车 地 下 隆 ， 图 24 是 用 光谱 学 数据 绘 出 的 元 素 
印 离 势 ; 这 些 电 遍 势 确定 了 一 个 元 索 过 渡 到 下 一 个 元 素 时 所 塌 入 

全 IT.H., Megrereen 1869. 

加 NN. Bohr 152%. 

+ 





由 下 


电子 的 结合 能 ， 
备 神 个 同 的 态 按 下 列 方 式 分 成 车 和 干 个 依 次 被 填充 的 组 : 

8 个 电子 

28， 2 个 电子 

38， 3Deee 个 电子 

48 ,38 dp 18 个 电子 《73. 1) 
D8, dd, Sgr ld 个 电子 

68, 4F, S58， Bp 个 坦 子 

78, 6, Bf ee 


第 一 组 在 正和 He 内 读 充 完毕 ; 第 二 组 和 第 三 组 的 填充 相当 于 周 
期 表 中 的 前 两 个 ( 短 ) 冰期 ， 每 个 周期 含有 8 个 元 素 ， 贿 后 总 两 个 
长 周期 , 每 个 周期 含有 18 个 元 素 , 还 有 一 个 包括 稀土 元 素 在 内 的 
长 周期 ， 其 含 32 个 元 素 ， 最 后 一 组 的 态 对 自然 外 的 现 有 元 兹 (以 
及 人 造 的 超 铀 元 素 } 进来 还 本 被 十 满 . 

为 了 理解 每 组 的 态 被 十 满 时 元 素性 质 上 的 变化 ， 指 出 忆 和 了 
态 不 同 于 s 和 卫 态 的 下 列 特性 是 十 分 重要 的 .对 重 原子 肉 的 个 
电子 讲 来 , 连 力 场 ( 由 静电 场 太 离心 蕊 相册 放 战 } 的 有 笋 势能 曲线 ， 
在 原点 附近 有 一 个 急剧 的 近乎 亚 直 的 下 降 ， 降 到 束 一 很 诬 移 极 小 
值 后 ; 再 后 升 起 来 , 然后 渐 近 怨 赵 于 零 . 对 于 ss 态 和 卫 访 ,这 些 用 线 
的 卫 升 部 分 彼此 靠 得 很 近 . 这 束 表 贡 ， 这 些 态 中 的 电子 与 原 十 核 
的 距离 将 不 区 相等 ， 反之, 8 态 特别 是 于 态 欧 曲线 要 网 左 移 各 很 
多 ; 这 些 卓 线 所 确定 的 经典 通 区 ”, 比 其 有 同一 电子 总 读 轩 的 各 8 
态 和 了 态 观 为 靠 扯 原子核， 换血 活 说 , 4 态 和 了 态 的 电 了 于 ,大体 上 
要 比 s 态 和 Zp 态 的 电子 更 加 将 近 各 于 核 . 

原 工 的 许多 性 质 ( 和 包括 元 素 的 化 学 性 质 ， 见 和 8 了 主要 取决 开 
电子 索 居 的 外 壳 层 . 从 这 一 点 讲 来 , 8 态 和 了 态 的 上 述 转 岳 是 诈 
重要 的 、 例 如 , 当 二 态 于 始 店 充 半 (5( 殉 下 面 的 巴士 元 素 )， 新 志和 人 
。 3 了 30 。 


的 电子 权 比 先 庚 人 的 电子 更 如 所 撑 原 上 核 .结果 ,使 底 些 新 添 电 革 
对 元 于 的 化 学 性 质 车 不 多 不 发 年 影响 ， 所 有 的 稀 上 元 素 城 有 十 分 
相似 的 化 学 性 质 ， 

含有 闭合 4 光 肢 和 闲 合 了 过 局 (或 者 完全 不 含 这 些 这 层 ) 的 元 
素 ， 称 为 主 族 元 奈 ; 9 和 于 坊 正在 填充 中 的 元 素 称 为 过 流 族 元 素 . 
我 们 最 好 把 这 两 族 元 素 分 开 来 考虑 . 

沁 考 虚 主 族 元 来 .经 和 绕 具 有 下 广 具 坊 

iH: lsiS:/,a, oHe: ls? lS 

(化 学 符 字 直下 角 的 数字 代表 原子 序 )， 共 信和 芋 族 抱 素 的 电子 组 志 
向 表 3， 


划 3 主 族 元 过 中 原子 的 电子 钥 访 
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每 个 不 子 的 闭合 膏 屋 办 表 中 流行 以 以 上 务 行 的 有 辣 。， 它 的 术 
讲 壳 层 的 电子 组 态 上 中 局 列 之 首 ， 这 些 坊 中 电子 的 主 量 上 数 见 同行 
的 左 端 , 歼 个 原子 的 基态 见 表 底 . 例如 ,入 原子 的 电子 组 志 为 1 32s8* 
27°3s239 Ps. 
蒜 态 原子 的 了 和 总 值 可 按 主 德 定 则 1867) 确定 《电子 的 组 妨 
为 己 知 ),， J 值 则 按 372 中 指出 的 规则 确定 . 
= S37. 


情 导 气体 的 原子 (He, Ne, A, Kr, Xe, Rn 在 表 中 机 和 特区 鸭 
二 下 :每 个 刁 子 正好 是 把 人 473. 中 到 演 的 一 个 组 恋 完 全 填 注 ,它们 
的 电子 组 态 共 有 异常 的 稳定 泪 (它们 的 电 见 菇 在 其 所 属 的 系 内 前 
旦 最 天 的 )， 这 此 产 生 了 这 些 元 素 的 化 ? 节 懈 全 

我 们 着 到 ， 主 族 元 业 中 不 同 态 的 填充 次 序 是 极 用 沁 则 的 ; 对 和 链 
一 个 主 景 子 数 ?而 言 ， 总 是 先 填 8 态 革 所 也 态 ， 这 主人 村 的 本 
的 电子 组 入 过 是 很 有 弄 则 的 ! 直 到 失 或 了 这 层 中 的 由 子 电 商 特 
为 此 六 每 个 离子 上 有 和 和亲 一 个 原 广 相 诺 的 组 态 ， 便 如 Mg 高 三 
具有 Na 原子 的 弓 坊 ，M8 离子 其 有 Ne 原子 的 组 坊 ， 

现在 来 淮 虞 过渡 族 元 过 ，34，4，54 元 层 正 在 填充 中 的 元素 
分 别称 为 铁 族 ， 色 旅 和 铀 族 元 求 ， 表 4 中 列 二 了 这 儿 放 元素 的 纪 
子 组 态 及 原子 诺 项 , 它们 是 只 范 洲 堂 数 坑 得 知 的 ， 册 家 4 可知 , 4q 
这 层 的 填充 去 比 下 族 超 素 中 8 大 |p 芝 呈 的 控 完 个 中 得 很 世 ， 表 
中 有 一 个 主要 特征 中 8 态 帮 14 起 加 的 “党 和 全? 丙 保 ， 这 内 现 二 下 到 
事实 ， 当 增加 是， 往往 不 护 下 席次 说 报 成 由 组 态 ， 而 出 现 
dts 型 开 dr 各 型 的 生起 ， 例 如 ， 铁 族 元 迷 中 ，Cr 原 - 六 的 妇 i 让 
中 38"43 而 不 起 39+483; 在 售 有 8 不惑 二 了 的 Mi 也 后 ， 让 刻下 

罕 4. 铁 族 , 知 族 和 针 族 元 束 中 原子 的 电子 组 态 
铁 族 
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壳 层 被 完全 墟 名 的 Cu 原子 ( 铜 原子 因此 放 在 主 族 中 7)， 这 样 的 不 
规则 人 性 也 龙 在 离子 的 庄 项 中 观 赛 到 ; 这 些 离子 的 电子 组 态 , 一 般 讲 
来 ， 与 前 一 个 原子 的 组 志 并 不 完 金 一 臻 ， 例 如 ，V? 离子 具有 34* 
的 组 坊 ( 不 足 Ti 说 子 的 3948? 组 态 ); Fe? 离子 有 共有 3di48 的 组 态 
(不 是 Mn 原子 的 34548? 组 坊 )。， 我 们 可 以 指出 ， 在 唱 体 及 溶液 中 
所 有 自然 状态 的 离子 , 它们 的 未 注 亮 层 中 只 含 d 电 子 ( 不 含 s 或 p 
电子 }， 例 如 ,晶体 或 深 渡 中 找到 的 铁 离 子 只 有 Fett 和 Fett+, 它 
们 的 纪 态 分 别 为 34° 和 385. 

类 位 的 情况 出 出 现在 4f 这 层 的 填充 中 ,这 些 元 素 称 为 稀土 族 
元 素 ( 表 5) 了，4f 壳 层 的 贰 完了 岂 是 不 太夫 则 的 ,其 特点 是 4f，54q， 
和 6s 态 亲 的 “竞争 ” 

最 后 一 族 过 滤 元 素 是 从 钢 开 始 的 。 与 稀 土族 元 素 相 类 似 ， 锣 
族 元 素 填 充 谷 6 和 5f 壳 层 ( 表 的 ， 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 来 讨论 一 下 托马斯 - 费 蜜 方法 的 一 个 有 
趣 应 用 ， 我 们 看 到 ,有 过 层 中 的 电子 首先 出 现在 第 五 号 元 素 卫 
( 确 ) 中 ,a 电子 首先 出 现在 Z=21 的 Se( 久 ? 中 ,了 电子 首先 出 现在 
=58 的 Cet 入 ) 中 .这些 F 值 可 用 托马斯 - 费 窗 方法 预言 出 来 ， 

全 有些 化 学 书 上 往往 把 Lu 也 算 让 笑 上 上 元素 内 , 但 这 外 不 正确 的 ,由 于 Lu 中 的 
到 这 层 已 被 填 满 ; 胃 此 必须 按 过 4 扬 公 放 在 销 凤 内 ， 
。333 ， 


六 5.， 稀 土族 元 素 中 原子 的 电子 组 浴 
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其 法 如 下 ， 
复 洪 原子 内 就 道 前 动量 为 工 的 电子 旦 以 下 列 有 效 势 能 运 
动 的 呈 : 





pn pe th), 


第 一 项 是 托马斯 - 费 密 势 p(7) 所 搞 述 的 电场 中 的 势能 、 第 二 项 
离心 能 ， 因 为 运动 是 准 经 典 的 ， 所 以 其 中 的 蕊 + 1) 已 改 为 


(4+ 去 ) ， 由 于 原子 中 的 电子 总 能 基 是 负 的 ， 如果 加 Cr) 对 所 有 


的 了 讲 来 部 有 U(r) 一 0(2Z2 和 上 为 给 定 )， 那 末 该 原子 中 显然 不 可 
能 存在 具有 所 给 字 值 的 电子 ， 如 果 闫 定 值 而 变 台 , 我 们 发 更, 当 
名 值 足够 小 时 ,实际 上 到 好 者 有 Ui(r) >0， 当 2Z 值 增 大 达到 菜 一 
值 四, Ui=Ui(7) 曲线 开始 和 横 轴 相 接 触 ; 台 值 再 天时， 就 会 出 现 


全 和 $760 一 样 ,我 们 采 几 原 陪 单 位 ， 
"334。 


Pigry<0 的 区 域 . 因此 具有 给 定 工 值 节 电子 首 深 在 原子 申 丹 理 叶 
所 短 的 台 值 , 是 由 己 f 六 上 曲 绥 与 栈 轴 相 切 的 条 件 确 定 的 , 地 成 是 贞 
以 下 两 式 确 定 的 : 





1 2 
(二 
Ur = 一 名 二 - sri 0, 


UIT) -一 gl) 2 =0. 


把 t?0. 人 台式 的 势 代 人 上 式 ,得 下 列 方程 ; 


237 


.1 
pt (4 (a) 
本 


1 \; (73.2) 
a 站 六 s+ 去) 
ar 了 CRE) -AY ( 4 2 
2 一 9 -一 | 
此 TT | 








第 一 式 的 两 过 除 以 第 二 式 的 两 迪 , 即 得 的 方程 碟 


然后 ,用 48. 2) 的 第 一 式 求 2， 数 位 计算 后 ,得 

P=0.155(21 + 1)3, 
这 个 式 子 表 出 了 县 有 给 定 菩 值 的 电子 首次 在 原子 中 出 现时 的 久 
值 ; 此 误差 约 10 铝 ， 

如 果 把 系数 0.155 收成 0.17， 可 得 很 精确 的 结 时 : 

-0.17 (21+1)3, 《73. 3? 
一 1,2 3 时 ， 上 式 四 含 五 人 取 基 近 整 数值 后 ， 即 得 正确 全 5，21， 
58、 二 4 时, (73.3) 式 给 出 名 = 124; 这 表明 电子 要 在 第 124 -5 
元 素 中 才能 首次 出 现 . 

"335. 


$74。， 义 射线 谱 项 

原子 中 内 电子 的 结合 能 如 此 之 大 ， 以 致 当 这 样 一 个 内 电子 时 
迁 到 未 满 的 外 党 层 中 (或 脱离 原子 ) 时 ， 这 个 受 激 原 了 (或 离子 ) 相 
对 手电 离 来 讲 将 处 于 力学 上 的 不 稳定 状态 , 伴随 着 这 种 电离 ,将 发 
生 电子 党 层 的 重建 以 及 形成 稳定 的 离子 ， 但 出 于 原子 中 电子 间 的 
相互 作用 比较 强 , 产生 这 种 跃迁 的 儿 率 比较 小 , 因而 激 发 态 的 寿命 
7 比较 长 ， 由 于 能 级 “宽度 ”hr 比较 小 ( 见 $44), 我 们 就 有 理由 把 
具有 受 激 内 电 了 的 原 了 能 量 ， 看 作 读 原 了 的 一 些 “ 淮 定 态 "分立 能 
级 .这 些 能 级 称 为 X 射 线 谱 项 六 . 

X 射线 庶 项 的 分 类 , 主 娄 根据 欧 友 电子 的 那个 对 六 这 层 , 也 就 
是 形成 “ 空 究 "的 姥 个 电子 过 层 而 定 ， 至 二 这 个 电子 完 竞 移 吧 了 哪 
一 个 外 这 层 ， 这 对 原子 的 能 明 几 乎 没有 什么 影 咬 ， 办 而 是 不 重 
要 的 . 

填 满 林 一 过 县 的 一 组 电子 ， 它 们 的 总 角 动 关 等 子 零 ， 去 掉 一 
个 电子 以 后 , 这 个 沉 层 获得 昌 一角 动 若 5 对 (ne， 人 过 层 齐 来 , 角 
动 显 了 显然 可 取 ?1 十 言 遇 个 值 . 因此 , 所 得 的 能 级 可 以 记 作 18317， 


28s1o 28iya 2pay2 … 其 中 的 7 了 值 是 作为 Ff 标 附 记 在 指示 空 光 所 在 
的 字母 下 的 ， 人 得 在 习性 上 , 常 形 以 下 的 专门 记 写 代表 这 此 能 级 : 
181/2, 28517992 及 13 D132 35179 BPD12s 3Dsvay 3Gsray dss ** 
E FI Er Le My Me OMe My Ny 
一 4,5,6 的 能 级 相应 地 用 计 , 口 ,PP 等: 母 标 记 之 ， 
和 值 相 同 的 那些 能 级 彼此 徘 得 很 近 ( 用 同一 大 写字 母 标 记 之 沁 
而 与 不 同 %* 值 的 那些 能 级 远离 ， 其 原因 在 于 这 些 内 电子 离 核 相 对 
来 说 较 近 , 电子 记 处 的 霹 着 不 多 是 未 屏 戎 的 楼 场 ， 与 此 相应 ,所 人 
加 ”这 个 和 名称 的 来 源 , 是 由 于 这 些 论 角 问 的 峰 迁 引起 读 碌 子 发 射出 蔷 射 线 ， 
= 3» 


的 雯 是 “类 氨 " 态 , 它们 的 能 量 在 -级 近 亿 中 等 于 一 瑟 2 2825 用 原子 
胡 体 )， 孔 驶 是 只 和 站 有 关 ， 考虑 了 相交 论 效 应 以 后 , 7 慎 椒 同 的 
庶 贡 就 氏 此 分 开 ( 参 阅 8 72 关于 复原 子 能 级 精细 结构 的 讨论 }， 偶 
如 ,Ly Er 与 工 # 分 于 时!， Yr 与 型 型 rw 分开 .这样 的 一 对 能 
级 称 为 相对 论 双 线 ,， 了 什 相 同 车 不 同 的 谱 项 { 例 如 二 和 了 rm -上 
和 村 中 ， 它 和 的 分 裂 是 出 于 内 电子 序 处 的 场 已 与 楼 库伦 场 有 所 不 
辣 ， 也 访 是 这 时 计 及 了 了 诸 岂 子 与 其 宅 岂 于 的 相 于 和 作 册 ， 这 样 航 一 
对 能 级 称 为 屏 藏 双 线 ， 其 余 电 子 在 楼 附近 产生 的 势 十 电子 “类 氨 ” 
能 尼 的 要 修正 项 ， 它 与 多 纹 成 无 比 L 殉 (079.8)j， 和 但 由 于 这 个 修 
贞 项 既 和 无 甘 ; 也 和 无关， 它 并 不 影响 到 能 级 间距 ， 因 此 ， 蕴 
人 级差 的 上 主要 修正 现 来 自 一 个 电子 与 其 吊 近 电子 则 的 相互 作用 ， 由 
于 内 电子 加 的 间 中 7~~112 (在 电 森 为 加 的 场 内 的 玻 尔 半径 ), .上 述 
作用 的 龙 昌 为 一 117~2， 考 虚 了 这 个 修正 后 ， 在 同样 的 精度 内 ， 
可 以 把 疼 射 线 庶 项 的 溪 景 写作 一 (人 一 本 2 29 式 中 的 56 一 560n, 上 DD 
基 一 个 比 台 小 很 多 的 项 , 二 看 作 核 电 倚 的 忌 蔽 全 ， 

人 除了 电子 索 层 内 一 个 “ 空 穴 " 的 六 弛 经 谱 项 外 ， 也 可 能 仓 在 两 
个 和 三 个 * 空 穴 ” 的 庶 珊 .由 于 内 电 了 的 自 旋 匀 道 作用 很 强 ， 故 完 
穴 的 相 五 掉 兴 为 j2 机 合 . 

处 肿 线 谱 硕 的 宽 府 取决 于 重建 电子 党 屋 队 而 填 沈 读 空 穴 的 各 
种 可 能 过 程 的 总 几率 ， 侍 重 岂 了 中 ， 最 重要 的 过 程 是 空 穴 从 所 给 
过度 跃迁 到 列 高 学 层 ( 也 就 是 电子 的 反 唉 迁 )}， 从 而 辐射 出 六 射线 
光 咕 子 的 过 程 ， 这 种 “辐射 ”跃迁 的 几率 {及 共 所 对 应 的 闭 部 分 能 
级 宽 座 } 随 着 原子 序 的 增 天 而 极 快 地 增长 ( 约 正比 于 2 个 ， 但 对 给 
污 的 2Z 风 随 跃迁 能 级 的 增 商 而 沽 小 . 

对于 较 轻 原子 (和 较 苘 能 级 })， 无 辐射 跃迁 上 有 重要 的 其 罕 优 
扼 的 地 亿 ， 此 时 空 突 被 更 柄 能 景 的 电子 诬 填 定 , 忆 所 释 克 的 能 量 ， 
可 忆 拱 原子 中 的 男 一 个 内 电子 拉 册 去 ( 称 为 俄 歌 效 应 }， 此 过 程 的 
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结 生 ， 使 该 原子 处 于 具有 两 个 空 穴 的 态 中 ， 这 个 过 程 的 几率 及 萎 
所 页 献 的 那 部 分 能 级 宽 庶 ， 在 一 级 近 侯 (相对 于 1/2) 下 与 原子 片 
无 关山 (参阅 例题 ). 


例 是 
当 原 子 座 是 够 大 时 ， 求 处 射 线 潜 项 的 披 软 宽度 依赖 于 原 子 序 的 稻 限 定 
律 . 
解 ， 俄 玖 跃迁 儿 认 与 下 列 矩 阵 元 的 平方 成 正比 : 
MH= {| pi pa py bar Ar,, 


-+ 


其 中 的 吏 人 ;和 Bi 是 大 与 跃迁 过 程 的 那 两 个 电子 的 初 来 坊 波 函数 ， 而 F 
一 er 是 它们 的 相 五 作用 能 量 。 当 多 中 能 大 时 ， 内 电子 的 波 函 数 可 看 成 类 
气 汶 靖 数 ， 并 可 五 去 共 余 电子 对 核 扬 的 屏蔽 (在 原子 内 部 对 积分 式 开 至 关 芭 
要 的 那个 区 域内 ， 电 离 忠 子 的 波 国 数 也 是 法 氧 的 )、 如 果 把 所 有 的 量 表 成 库 
伦 单位 (常数 a 二 Ze?, 见 旬 36) 后， 再 进行 计算 ， 则 在 积分 式 寻 内 依赖 于 名 多 
唯一 量 是 下 =172riz， 困 而 型 ~172- 跃迁 六 率 以 及 能 级 的 供 歇 宽 诬 和 A 吾 将 
和 成 正比 化 回 到 通常 单位 制 【 能 量 的 库伦 单位 是 2zzre47i9 由， 可知 
种 与 2 无 闫 , 


$75. 多 极 矩 


既 典 理论 中 ， 多 粒子 系统 的 电学 性 质 是 用 它 的 各 种 不 同 量 级 
的 多 极 筷 描 示 的， 这 些 多 极 皇 通过 各 个 粒子 的 坐标 及 电 此 表达 出 
求 . 量子 理论 中 , 这 些 量 的 定义 在 形式 上 和 经 典 定义 相同 , 但 是 再 
在 必须 把 它们 看 作 算 符 . 
第 一 个 多 极 矩 是 偶 极 振 , 其 定义 为 下 列 矢 量 : 
二 一 之 cf， 
式 中 对 席 有 粒子 求 和 ,为 简 尘 计 ， 略 去 了 代表 粒子 编号 数 的 下 标 . 


人 举例 而 青 ,五 能 租 的 稚 获 密 麻 约 为 工 由 了 二 ， 王 庆 能 级 的 代 软 沉 座 可 达 ~-15 
电子 长 . 
量 3 如 m 


这 个 算 符 的 气 阵 ,和 任 一 概 矢 量 的 矩阵 - 样 ( 见 80), 只 有 人 宇 称 由 
异 的 状态 之 间 的 四 迁 斥 阵 元 才 不 等 于 零 ， 所 有 的 对 角 和 矩阵 元 因而 
都 等 于 三 ， 换 多 话说 , 任 一 多 粒子 系统 (例如 … 个 版 子 ) 的 偶 棚 拓 ， 
在 定 态 中 的 平 艾 值 吉 等 手 零 呈 . 

对 为 奇数 的 所 有 2" 棚 和 矩 讲 米 ， 以 上 结论 措 然 岂 是 碟 立 的 ， 
这 种 多 椭 符 的 各 个 分 量 是 坐标 的 二 次 ( 青 次 ) 多 驮 忒 ， 它们 和 一 个 
极 从 节 的 分 量 一 样 , 将 坐标 反 演 上 时, 对 变 一 个 特 导 ， 因 而 适用 同样 
的 字 称 选择 定 则 ， 

对 统 的 是 极 抢 定 尺 为 下 殉 对 称 张 量 : 

Qi edmirr Our’), (75, 1) 

它 的 对 角 鼎 之 和 等 于 零 ， 要 计算 四 极 拭 在 系统 { 壁 如 说 原子 )} 某 坟 
中 的 值 ，{175. 了 ) 式 的 算 符 逢 要 对 相应 的 波 隙 数 求 平均 ， 这 利平 均 
最 好 分 两 步 进行 (二 考 $72). 

我 们 用 总 xs 代表 对 总 生动 昌 给 定 为 了 值 (但 布 是 对 它 的 分 量 
值 形 六 的 得 个 电子 态 求 平均 后 所 得 的 四 皂 皇 算 知 . 

这 个 平均 后 的 算 符 ， 必须 能 出 朱 述 整个 蛛 子 状 态 的 物理 量 算 
符 袁 达 由 来 ,这样 的 算 符 欠 有 “矢量 "J. 因此 @ii 必 呈 下 列 形 式 : 


~ 
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Wag td 5 2 了 O15), (75. 2) 


播 号 内 的 表 蕊 大 这 样 构 威 的 ， 使 它 对 称 于 下 标 i 和 六 并 且 短 缩 斤 
等 于 零 ; 关于 系数 如 的 含义 留 在 以 后 说 明 , 式 中 的 各 个 地 算 符 , 雇 
该 理解 成 为 我 们 所 熟知 的 各 个 山 矩 隆 (5 27 和 $54), 它 是 由 型， 





全 ”为 吉 旭 这 艇 起见. 我 们 普 重 指出 , 这 时 所 指 鸭 是 封闭 的 多 粒 于 系 流 . 或 在 于 对 
称 外 电场 中 的 多 粒 了 系统 ,举例 败 说 ， 如 时 把 厌 闻 核 苇 作 是 " 固 宅 " 的 - 那 来 . 上 述 论 断 
对 厌 子 中 的 密 忆 池 需 统 讲 来 是 厂 立 的 , 得 对 劳 寺 中 的 多 电子 藉 统 讲求 并 不 成 立 ， 

我 们 迁 斤 定 ， 除 了 总 钊 动 竺 的 方向 简 并 到 外 不 存 在 其 它 的 附 如 ， 锅 各 能 秀和 
并 .否则 就 倪 构 造 出 没有 傅 定 宇 称 的 定 坊 波 附 数 . 它们 的 偶 负 姚 对 负 引 陡 元 不 … 定 等 
于 零 . 


让 


值 不 向 的 各 个 志和 构成 的 ， 算 入 六 当然 可 用 它 的 本 在 值 了 (7 二) 
来 代 趟 . 

出 十 角 动量 工 的 二 全 分 显 不 能 同时 具 者 定 体 ， 对 张 显 Qi 的 
各 个 分 昔 讲 来 稍 沉 也是 这 和 样 ， 对 于 8;; 分 最 ,我们 有 


站 


在 于 二 J 二 站 和 一 下 ;的 志 中 ,4 也 基 有 定 慎 : 


0 [a — (I+) 1 (75. 3) 


= 
了 (2 一 1) 
当 型 ,= 了 天 ( 当 角 动量 “完全 ? 语 z 轴 方 向 时 )， 我 们 得 @-。- 
个 日 道 常 简称 为 四 极 算 . 

J =0 着 ， 所 有 的 角 动 其 矩阵 元 等 子 零 , 因此 (75. 2) 式 的 算 竺 
也 等 于 零 ， 这 个 算 符 当 了 -= 元 时 志恒 等 于 零 ， 这 是 因为 凡是 


J 村 的 角 动 量 分 晤 矩阵 都 筹 十 (55. 7) 式 的 泡 利 年 险 ， 把 它们 | 代 
入 475.2) 式 真 接 相 采 后 即 能 证 明 这 一 点 . 
上 述 销 况 不 是 倘 然 的 , 面 是 下 列 普 六 规则 的 一 个 特例 ; 2' 极 第 
张 基 (7 为 偶数 ) 只 对 系统 总 角 动 量 
J> 了 了 1 (75. 4) 


的 态 才 不 年 于 雪 ，2 极 第 张 量 是 一 个 了 秩 趟 可 约 张 商 ( 见 4< 场 论 > 
41)， 条 件 (75. 和 来自 这 种 张 量 的 给 阵 元 的 角 动 营 选 大 定 出 ， 并 
贡 其 对 贡 夭 阵 泡 不 稀 下 零 的 条 件 1S 1077， 我 们 早已 指 午 , 宁 称 选 
择 定 由 区 求 了 必须 是 展 数 . 

应 一 注意 的 是 , 电 多 极 抵 部 是 一 些 “" 就 道 ? 量 ; 它们 的 算 社 由 不 
念 台 旋 算 符 ， 因 此 ， 如 能 梧 去 虽 证 加 道 作 用 ， 使 得 三 和 有 分别 千 
亿 , 那 未、 湖 极 短 短 阵 元 所 服从 的 选择 定 则 ; 灶 革 六 数 五 以 战 对唱 
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于 数 v 证 来 部 是 - : 样 的 


例 丁 


1， 在 点 节能 级 的 不 同 精 细 颖 构 组 分 申 【《 即 在 工 和 号 盾 已 宣 而 了 了 傅 不 门 
的 各 种 志 中 ), 求 上 其间 概 基 了 和 罕 之 同 的 闫 系 ， 

饰 . 人 在 给 定 工 和 态 秆 的 态 中 , 门 极 短 并 入 作为 纯粹 的 “轨道 “其 只 依 末 了 
许 竹 工 ， 因此 倍 可 志 生 5 人 起 表册 担 诺 把 于 改 为 工 ( 但 其 下 不 辐 的 外 常数 ) 
这 合算 符 再 届 其 在 若 定子 相 的 态 求 平 铅 短 , 即 得 他 5. 2 式 的 算 儿 : 





i ~ an 2 , 
Ga gp | tht BT+ D5 | 
=3772F 二 条 7 二 Ls 4+ A {11 


党 要 求 措 系数 昌 ; 与 @ 的 美 系 ， 为 此 我 们 把 人) 式 去 乘 J 同时 机 乘 六 
{ 玫 对 主 和 天 求 和 和 ) 玫 把 对 角 切 竺 化 成 本 征 信 ， 此 时 , 有 
TP hd = (LL) 
按 031. 全 式 , 有 有 
2 -LL 二 J 十 1 十 工人 工 十 1 一 已 [ 守 十 1). 
利用 下 列 公 式 : 
{Do Ley = iembe, {7 Li}= ie 
垂 有 类似 于 $29 全 晤 中 的 散 沾 , 可 拒 乘 积 了 iL 化 城 
FET,= (1 (J:L). 
同 基 有 
TTT TY TPT 1), 
洁 寻 可 以 (1) 式 求 出 下 别 关系 ， 
30T°D) (2 了 一 1) 一 27 TF LEH 


Yr Yr (Tl) (oT ta) LaL— 1) (2) 
司 业 . 访 =12 时 , 由 上 式 福 出 
J=L+ 广 时 Qs 一 0 
(3) 





yy (一 1 《2 十 3 
A 


2 一 电子 引咎 为 一 1 ， 黄 轨道 稍 动 量 为 于 斌 把 这 里 子 的 四 必 先 用 
电子 到 中 心 的 距 钦 的 方 均 慎 表 二 措 来 ， 
» 341: 


和 解 ， 我 们 必须 把 下 趟 
人 一 一 [elrzf3enos 史 一 熙 一 一 elrzf3 一 了 
对 角 动 量 绽 定 为 1、 技 影 信和 为 m=? 的 态 求 平均 ， 共 中 和 角 因 子 的 平均 秆 可 按 
$ 29 例题 所 得 的 公式 吉 接 坟 出 ( 谈 式 申 的 束 应 履 为 中, 结果 得 
21 
2 十 3 


这 个 量 的 符 导 与 电子 蚜 芋 的 管 民 相反 ,这 是 必然 的 : 因为 角 动 量 沿 * 轴 
方向 的 友子 主 归 这 击 于 # 二 立 平 电 的 附 泛 ， 从 调 让 cos 1713. 
寺 了 -Jj 二 了 二 1/8 的 起子 , 用 (3 这 得 


27—1 _ 
村 i 二 Bhp {5 





总 :一 |e lr 


‘4) 


3。 试 求 苹 态 原 子 的 四 和 概 些 ， 读 原子 济 壳 层 外 故 有 2 个 电学 全 都 处 于 加 
道 和 动量 为 卫 的 千 葡 态 中 ， 
和 解 ， 出 -下 满 索 层 的 总 四 家 入 沪 于 灾 . 读 原 了 的 四 极 兰 算 竺 为 : 


3 lelr vy 人 | 
Qu ar rr ttt 可 十 Ga |, 


式 中 对 所 有 有 个 外 电子 求 和 [其 中 必用 了 (人 ) 式 ]. 

先 候 定 ? 径 2 十 1, 也 右 足 汗 先 层 半 证 或 役 有 半 请 .根据 洗 德 定 则 1867)， 
此 时 + 停电 于 的 自 雄 金 祁 平 行 ( 国 币 避 =v12)， 这 表明 原 于 的 店 旋 法师 数 臣 
对 体 的 ， 轩 此 瞧 千 小 了 铺 数 对 这 些 上 电子 而 言 是 帮 对 称 的 .内 此 可 见 , 所 有 的 电 
村 必须 具 太 不 同 的 如 值 , 于 是 最 大 可 能 的 型 : 值 ( 以 及 各 它 相 党 的 工 值 ) 等 于 


1 = (Mms— 习 ， 四 一 村 >(28 一 ?十 17， 


nt YY 十 1 
记 求 提名; 厌 是 李 = 了 时 的 总 :: 在 征 信 ， 提 此 有 
一 一 1 
er :一 
2 I" i 


泄 来 科 式 工 出 后 由 得 
_ 27{21—2y 十 1) 一 
TEL 


量 奔 ,再 用 (2) 沁 把 人 谈 换 到 生 

着 原 六 的 时 壳 层 遇 过 半 狂 是， 把 电子 标 碟 “< 尝 夫 " 册 忆 洗 碟 ， 避 可 以 化 回 
到 以 上 的 情况， 结果 仍 得 (6) 术 ,但 需 改 变 符 续 已 空 认 "的 电 东 为 二 |el), 此 
* 342 。 


{6} 


| 


时 式 中 的 > 不 鼎 是 电子 数 , 机 是 读 党 层 中 的 空位 数 . 


$76， 电 场 中 的 原 学 

如 果 把 原子 放 入 外 电场 中 , 它 的 能 级 会 有 所 改变 ; 这 种 现象 称 
为 斯 塔 克 效 应 . 

处 于 网 邱 外 电场 中 的 原子 ， 是 轴 疝 称 协 《 核 场 加 上 外 场 ) 中 
的 一 个 多 电子 系统 , 因此 严 稿 讲 来 , 原子 的 总 角 动 量 不 再 字 忻 ; 只 
有 总 攻 动 量 了 沙 外 场 方向 的 技 影 型 " 才 是 守恒 的 ， 形 , 值 友 间 的 
检 , 将 其 和 不 辣 的 能 量 , 亦 抽 外 电 咏 解除 了 对 朋 动 量 空 间 方 加 的 简 
并 性 ， 但 是 , 这 种 解除 并 不 完全 ， 形 ; 值 员 差 一 个 符号 的 沿 个 起 仍 
然 曾 并， 实际 于 ,均匀 外 纪 声 中 的 原子 . 对 通过 汪 称 轴 的 任 一 平面 
讲 来 , 以 有 区 射 对 称 性 {这 个 村 称 轩 就 想 通 过 原 闻 楼 而 平行 于 外 场 
方向 的 轴 , 我 们 在 以 后 把 蕊 取 作 z 利 ?， 因 此, 通过 这 样 的 机 五 反 
射 而 得 到 的 两 个 态 : 一 定 失 有 相同 的 能 梨 ， 可是, 对 通过 某 轴 的 一 
个 平面 反射 以 后 , 相对 该 条 的 角 动 最 就 葛 改 变 符号 { 绕 此 轴 的 正 
旋转 廊 向 变 成 角 访 转 方 向 )， 

我 们 假定 外 电场 足 避 电 ， 筷 所 产生 的 附 大 能 量 远 小 于 该 原子 
的 能 级 疝 上 幅 , 包括 精细 结 柠 的 间距 . 此 了 时， 我 们 号 可 用 838 和 六 39 
中 所 泛 的 位 岳 认 去 过 算 儿 和 电场 由 的 能 级 位 移 ， 这 里 的 徽 扰 宽 衬 呐 
是 电子 系统 处 十 赎 句 电场 苹 中 的 能 蓄 , 它 等 于 

F=o-—d:8:=. — 8d, {768., 1) 
式 中 的 d 就 想 读 系统 的 个 极 和 给， 在 零 级 近似 下 ,能 级 起 简 并 的 ( 烤 
总 骨 动 重 的 性向 而 言 ); 但 在 日 前 情形 下, 这 种 简 并 性 并 不 重 紧 , 我 
们 在 访 用 微 扰 论 时 ， 可 以 把 它 当 作 非 简 并 能 级 来 处 理 。 这 是 因为 
&( 相 和 任 一 和 拓 员 的 # 分 量 一 样 ) 移 知 隆 中 只 有 江 , 值 不 变 的 那些 政 
迁 和 矩 阵 元 才 不 等 于 零 ( 见 53297, 所 雇 如 值 不 由 的 态 ; 在 微 扰 论 的 
应 用 中 是 航 此 独立 的 ， 


= 于 学 了 


一 级 近 抽 下 的 能 级 倍 移 由 微 扰 项 的 相应 对 角 垂 阵 元 所 确定 ， 
但 吓 恨 极 朱 的 所 有 对 般 知 阵 元 金 都 等 于 零 @75)、 所 以 电场 中 的 
能 级 俯 移 是 场 避 的 二 深 效 应 全. 

既然 导 场 的 二 次 效应 , 能 级 ,的 位 移 AB。 必 呈 下 列 形式 : 


ABn— — 0 《76. 2) 
浇 中 的 a 是 二 秩 对 称 张 量 : 把 场 的 方向 育 作 z 轴 方 向, 即 得 
AB,:: 一 二 (76. 3) 


加 也 就 是 外 场 中 的 原子 极 化 张 量 : 把 一 般 公式 (11. 16) 中 的 
参量 4 取 作 名; 分量 , 并 令 沪 式 中 的 访 = 太 ,一 8,@, 我 们 得 到 原子 
在 电场 中 的 感 生 侦 极 算 的 平均 秆 : 

di An. /28,, 
把 (76. 2) 式 代 人 ,得 
di 一 (76. 4) 

极 化 率 必须 用 微 扰 论 的 … 般 规则 算出 ， 按 照 二 级 近似 公式 

(38. 10), 我 们 有 


<% 呈 一 一 2 六 ma (76, 5) 


永 了 的 极 化 率 与 其 状态 (未 受 扰 态 ) 特 别 是 与 量子 数 对; 有 关 . 
它 与 着, 的 关系 可 用 成 一 般 公 式 ， 对 各 种 不 同 的 并; 值 而 言 ，& 加 
的 数值 可 看 作 下 列 算 符 的 本 征 值 : 


A = (fh thd, — 61), (76. 6) 
这 是 依 燥 于 拓 量 7 的 两 秘 对 称 张 景 的 最 一 般 形式 {参考 575)， 按 


路” 即 原 子 是 一 个 例外 ， “的 其 内 克 效 诺 与 声 民 线性 关系 { 见 下 计 )， 处 于 高 六 故 
凑 的 共 它 元 素 的 原子 5 过 而 芷 法 所 的 ,， 见 针 68), 在 是 能 强 的 电场 中 与 复原 子 的 情形 尖 
似 . 


-344， 


(76. 3) 和 和 (756. 6), 我们 有 
] . -1 | 1 -上 宁 了 
A 省 ja 36 M3 BC D1 (76. 71 
上 式 对 所 有 的 到; 值 求 和 后 , 曲 括号 办 的 第 二 项 等 于 零 , 所 以 
第 一 项 党 于 分 裂 能 级 的 “重心 "位移 量 ， 此外, 按照 (76. 站 式 ,， J 了 = 
1 
2 


己 的 能 级 并 不 分 列 , 与 元 喇 末 定理 (3 60) - 致 . 


如 果 原 子 处 于 非 购 名 外 场 中 (此 场 在 原子 尺度 范围 内 变化 很 
小 交 由 于 电子 的 四 向 矩 作用 , 会 产生 个 与 场合 成 线性 关系 的 能 级 
分 到 区 应. 系统 与 场 之 疗 的 由 极 矩 作用 算 符 , 与 四 极 捞 能量 的 经 典 
表 式 {< 场 论 >,§ 42) 具 有 相同 的 形式 : 


FL 


6 (76. 8) 


式 中 的 台 是 电场 的 势 , 微 商 取 人 在原 村 位 置 处 . 


例 题 


1， 试 求 多 重 能 级 各 组 分 的 斯 塔 克 分 烈 与 了 的 基因 
解 ， 此 题 的 求解 最 好 改变 … 下 微 拢 次 尘 ， 先 考虑 没有 精细 结构 的 能 级 
的 斯 塔 克 分 错 ， 然 后 再 引进 自 旋 罗 道 作用 ， 由 于 原子 的 自 旋 不 和 外 只 场 作 
用 ,对 轨道 角 动 避 葵 定 为 工 的 能 级 讲 来 , 其 斯 卉 区 分 烈 可 出 (76. 纺 式 确定 , 们 
是 式 中 的 is 应 该 通 过 算 符 工 表 出 ,， 正如 (76. 的 式 的 会 。 通 过 算 符 于 卖 时 … 
拉 
多 一 05， 十 | 工 , 工 ， TTT L: } 


各 处 的 指标 8%# 都 已 略 去 ，4| 人 自 旋 轨道 作用 后 的 原 - 广 态 应 读 用 总 角 动 匡 J 
标志 ， 把 算 管 Bi 对 其 有 其 一 给 定 了 值 的 告 态 求 平均 { 注 不 对 其 分 量 对; 求 
平均 )， 上 太 与 75 例题 1 中 所 作 的 平均 ， 在 彤 式 上 完全 一 样 ， 结果 又 四 到 
(76,6) 和 (76.) 式 , 式 中 的 a， 户 常 数 吕 通过 9.8 常数 起 茂 : 


a= [3 1 -2 id + LiL-t+1) 


的 TY 


* 3 了 5 。 


上 式 了 确定 了 分 村 人 慎 与 了 的 关系 (当然 不 是 与 蕊 和 号 的 关系 ; 工 和 了 是 未 分 性 
谱 项 的 标志 , 常数 a 和 b 也 和 它 门 有 关 》. 


2， 试 求 双重 能 级 (自用 8= 可 在 任意 ( 非 弱 ) 电 场 中 的 分 烈 . 


解 ， 如果 分 裂 值 不 小 于 发 重组 分 之 间 的 间 踊 , 那 杰 电场 的 微 抱 与 自 旋 才 
道 作 用 必须 同时 吉 以 考虑 , 亦 即 第 扰 算 特 为 以 站 责 项 之 和 


PF-AS. 工 一 二 他 je 上 2 Bs 一 3LL+D + 


i 参考 {72. 4) 和 上 题 ]、 略 去 与 分 裂 无 关 的 常数 项 ， 这 个 算 宪 可 改写 成 [ 见 
(29, 11)] 


Pr ALS+L + 8_L, -上 28.7 — bE 
对 每 个 给 定 的 对 ss 时 值 ， 六 个 算 符 的 本 征 信和 由 如 期 方 积 的 要 所 确定 ， 读 方 
程 由 这 个 算 符 相 对 于 | MsMs> ~ |W 干 二 ,二 二) 诸 态 的 候 阵 元 所 组 成 ， 按 
《27. 12) 式 我 们 有 
1 1lrl 1 1\ 1 ra 1 
人- 到 下 六 赤 = 二 4 (于 了 58 到 ， 
1 3 ] 1 1 Pe :vl 
(M+ 一 训 | ?+t 一 唐 )= 一 上 4 (N+ 二)-68 (+ 本 ) ， 
1 1 | 1 1 1 ] 1 
《21 一 去 , 译 |! +t 去 -1 =aV( 7+ 二 二) -M+ 过) 
故 能 级 位 移 ( 见 § 39, 例题 1) 为 
时 ] 2 1 ’ 于 2 了 
ABP= — bEB:NH ty -14 ( + 村) 二 252: 二 4} Mi. {1) 
式 中 团 去 了 对 并 重 能 级 的 备 个 分 裂 组 分 伞 部 相同 的 项 . 人 
有 正 负 号) 适用 于 所 有 | 于 < 工 一 于 的 能 级 ， 当 | 旷工 i 二 时 只 有 一 个 
La> 态 , 此 时 的 能 级 位 移 由 相应 的 对 角 蝶 阵 扎 给 出 , 即 
fl 3 了 _ af 1 3 
AB= {4+ 其 z 十 一) bg 7 十 二】 ， (2) 


武 中 选取 的 附加 常数 与 (1) 式 相同 ， 这 个 结果 竺 十 根 导 闻 久 取 一 种 季 号 的 
{1) 式 ， 
。346 。 


3。 试 束 轴 对 称 电 场 中 能 级 的 四 向 罕 分 烈 q， 
解 ， 在 对 称 于 z 轴 的 场 内， 我 们 有 19/327=9:9 98 全 四 :2 
一 26, 其 条 的 二 绒 导 数 孝 笃 于 零 。 四 极 拭 能 基 算 特 (76. 8) 变 成 


A ~ _ rc 加 de 人 人 
(Gret Or 20 ap sy 37), 
把 算 符 换 成 它们 和 的 本 征 值 , 便 特 能 级 位 达 
贞 西 一 如 ai ttD 3M 1 ]， 


4 计算 柴 柱 氢 厌 了 的 摄 化 率 ， 
和 解 ， 由 于 & 太 的 球 对 牧人 性. 极 化 张 量 是 一 个 标量 (ia = 026) , 按 (76. 5)， 
我 们 有 


“2 人 


电子 的 倘 极 第 海王 3, Br 为 基态 能 最 . 我 们 定 交 下 列 辆 助 算 符 让 
9 ab 


a 
pr 一 一 一 


EE 
式 中 的 各 是 电子 舌 量 ， 则 有 zor= 2 





和 Er) dor 和 





ne ZEme’ 
一 一 > 2orbeo 一 A C26) no 1) 
z 


计算 此 式 时 , 只 项 知道 二 作用 于 (7) 波 函数 厢 的 结 时 
根据 如. 2) 式 ， 

bo 站 yi Ch 一 直下) Wu， 

把 By 于 数 记 作 十 (To 注 意 到 多 满足 方程 英和 6 二 Boy 其 中 
五 = Retr), 
2 
我 们 得 it) 的 浅 分 方 积 
Fl6 和 


用 b= 了 try cos 代入 (8 是 球 毕 标 系 中 的 模 衣 ,而 # 二 reos 办 ,上 式 化 戌 


这 个 癌 古 对 性 完 场 而 言 : 凡 143, 例 区 #6. 
= $47 。 


Dp lp pi 
sf + 二 Ft ir, (2) 
车 式 忆 解 必须 祷 是 7 一 0 和 -ce 时 站 为 有 有限 的 条 件 ， 





对 于 目 态 所 不 了，to= -exp( 一 rfaal，on= 和 /mies 是 防 尔 半径， 应 
足 上 述 条 件 的 (2) 下 之 解 为 了 = -- lt) 按 红 起 现在 可 得 多 


a [站 ea， on = 二 二 rf 0 
5 在 力 程 为 和 的 执 矢 中, 计算 - 个 束缚 8 态 电 学 的 极 化 率 ; 已 向 gxr 交 ] 
[人 xe = Im! ,| 下, 五 ， 汐 电 子 结合 能 ， 
解 . 根据 人 条件 grS 科 1 我 们 在 计算 fb 虐 阵 无 时 , 可 避 材 去 内 内 区 域 ， 
而 在 整个 空间 采用 阱 补 区 的 下 剂 被 陪 数 : 


部 e—*r 
如 


《二 式 的 由 一 尼 租 采用 了 条 件 sr 空 1 基站 1333、， 例题 二 中 的 (2 二 现 在 变 成 





5 rr 
EE x 2 =i. 
上 式 满 足 迪 卜 委 件 之 解 为 了 = 一 和 722， 用 上 是 0 下 算 山 


= me dt 


$77， 电场 中 的 掉头 子 


气 原 了 能 级 不 同 于 其 它 原子 的 能 级 ， 它 在 均 久 电场 中 的 分 弄 
与 场 强 成 正比 (线性 斯 塔 克 效 应 )， 这 是 由 于 气质 了 谦 项 中 存在 着 
偶然 简 并 ,7 值 不 同 〈 对 一 个 给 定 的 主 量 子 数 而 言 ) 的 志 具 有 要 
后 的 事 量 . 这 些 态 之 闻 的 偶 极 矩 跃迁 矩阵 元 并 不 等 于 零 , 因 此 即使 
在 一 级 近 们 下 由 久 期 方程 得 出 的 能 级 位 移 世 不 为 誉 @@. 


这 个 略 轩 在 7?7 中 将 用 不 司 的 方法 导 晶 ， 

加 以 下 明 计 算 中 ， 布 者 碟 扫 原子 能 颖 从 精 训 结构， 国 此 所 期 的 虹 声 显卡 不 能 
去 吗 ! 便 大 宝 扰 论 郁 各 得 用 但 岂 丰 能 本 弱 ,， 使 得 由 塔 训 分 列 论 去 十 稍 挫 请 构 ， 相 民 
芹 情 帝 见 常 四 着 ,& 82, 司 昨 . 
- 348 。 


为 计 答 方 便 计 , 晤 好 选 详 这样 一 组 示 扰 波 孙 数 , 使 得 微 扰 和 矩阵 
对 繁 组 机 焉 简 计 的 起 古 对 角 的 ， 我 们 发 现 ， 只 要 把 党 原子 在 雪 物 
纱 标 内 进行 时 了 于 化 斌 能 做 到 这 一 点 ， 执 物 友 标 中 的 得 诛 子 定 态 波 
尔 数 wn 已 由 (37.15),(37.1 人 6) 给 出 . 

徽 掩 算 符 王 (电场 名 中 的 电子 能 最 ) 为 Bz 一 昌 候 一 人 12 该 电 
场 洛 正 ? 加 太 辐 ， 电 了 所 受 的 力 则 语 负 2 轴 方 岗 ， 我 们 只 对 能 量 
不 改变 ( 即 主 最 子 数 ”不 改变 ) 的 寺 些 aaa 加 一 ?mm 跃迁 和 阵 元 
感 兴趣 ， 容 易 证 明 , 共 中 只 有 以 下 的 对 角 和 给 阵 元 不 党 于 等 ( 式 中 已 
作 替 代 ; 5 二 np1, 9 二 Rp2): 


[penn lBzay = $n | ponsn ldpdédn 


心 | 人 5 oo| 


二 一 


| 1。 (pfin CP) pI— PDAPAd pn2. 


这 个 微 扰 于 人 隆 , 对 量子 数 织 讲求 ,显然 是 对 和 的 , 由 于 相同 x 不 
同 的 廊 。 函 数 的 相互 下 交 性 (出 后 )， 它 对 量子 数 ai mz 讲 来 也 是 
对 区 的 ，(77.1) 式 中 对 Gpi 和 apz 的 积分 可 以 分 开 ; 积分 式 的 具 
体 计 算 殉 本 蕊 数学 附录 $f[L 积 分 式 导 6]. 经 过 简单 计算 以 后 , 求 
得 能 级 的 一 般 和 近似 修正 值 为 外 

BD 3 Bn(n—n2). (77. 2) 
在 普通 单位 制 中 , 凶 为 

BP (nl 一 次 >) |e| 8 

分 齐 阴 级 的 两 个 概况 给 分 相当 于 7 呈 RR 一 1，R2 二 0,， 及 =0， 


人 本 节 中 采用 原子 单位 ， 
吕 六 个 站 果 是 小 .Schwarzschild 和 P. Epstein 用 旧 直 于 广 香 到 (i916), 以 
后 由 酌 . Pauli 和 E. Schridinger 第 竹子 力学 得 到 C1926)， 
a 349 。 


%2 一 # 一 1 这 两 个 极端 组 分 间 的 间 忠 按 (77. 2) 式 等 于 
368n (nC— 1), 
这 就 是 说 ,斯 卉 克 效 应 的 能 级 总 分 裂 大 攻 和 培 成 正比 ”能 级 的 分 
裂 随 着 主 量子 数 的 增 大 而 增 大 ， 这 是 十 分 自然 的 : 电子 离 原 子 核 
僵 远 , 原子 的 悍 极 矩 就 愈 大. 
线性 效应 的 人 存在 , 表明 未 掩 态 中 的 原子 具有 但 极 甜 , 其 平均 全 
等 于 


本 一 一 (hn) (77。 3) 


这 个 式 子 与 下 列 事 实 相 一致; 由 抛物 量子 数 所 确定 的 态 中 , 如 本 的 
电荷 分 布 对 = 一 0 的 平面 是 不 对 称 的 ( 见 $37). 例如 和 全 ra 时 . 电 
子 主要 是 在 zs>0 的 一 边 ， 因 此 于 原子 的 偶 极 窍 与 外 场 材 反 { 电 子 
带 负 电 )， 

上 节 中 已 经 讲 过 , 一 个 均匀 电场 不 能 把 简 并 性 完全 解除 : 它 总 
是 留 下 双重 简 并 , 这 两 个 简 并 窟 , 其 衣 动 量 沿 电场 方 出 的 分 虽 上 时 有 
不 同 的 符号 (目前 情况 下 ， 这 两 个 六 的 角 动 其 投影 车 于 士 可 )， 伺 
是 从 人 7. 3) 式 可 以 看 出 , 氧 原子 的 线性 斯 塔 充 效 应 中 , 过 我 们 所 讲 
的 屠 种 简 并 度 也 还 设 有 达到 : 能 级 位 移 值 人 9 和 2 一 ro 为 给 定 ) 与 
m 及 ?无 甘 ， 在 -级 近 伺 中 , 简 并 度 将 得 到 进一步 的 解除 , 特别 
是 对 各 :6 的 戏 些 态 讲 来 线性 斯 典 殉 效应 根本 不 存 厅 ,这 个 时 候 ， 
二 次 获 诬 的 计算 是 更 加 需 归 的 ， 

应 用 通 曾 的 币 扰 论 公式 计算 二 次 效应 很 不 方 虱 ， 因 为 这 个 算 
法 需要 涉及 一 个 复杂 形式 的 无 穷 级 数 的 求 和 ， 我 们 疏 用 下 列 稍 加 
修改 后 的 方 活 . 

介 电 场 中 的 氢 原 子 检定 详 方 种 呈 下 列 有 形式 : 


ee 村 ,了 吕 一 
3 人 AiEi > 8a 多 0. 


"330" 


它 和 名 =0 的 方程 式 一 样 , 可 以 在 栅 物 织 标 中 分 离 变 鞋 ,把 837 中 
的 (37. 让 式 代入 上 式 , 得 到 以 下 两 个 方程 : 


于 (的 ) 人 Bf 


经 二 + (7 一 各 + 六 = 一 有 万 > 六 ， C77.4) 
Bi P=!1 
土 式 和 (37. 8) 式 的 差别 , 在 于 多 出 了 含有 种 的 项 ， 我 们 把 以 上 两 
式 中 的 能 量 召 看 必 具 有 基 一 给 定 恒 的 一 个 参量 ， 把 #1 和 p; 看 作 
式 诺 相应 算 符 的 本 征 值 ; 容易 征明, 这 两 个 算 和 将 都 十 目 厄 的， 从 以 
上 两 式 解 出 的 有 和 Bs 是 耳 和 名 的 望 数 ， 然 后 ， 根据 条 件 记 十 
二 1 得 出 豆 和 名 的 英 系 ， 
作为 (77.4) 式 的 近 伺 解 ， 我 们 可 以 把 含有 8 的 项 看 作 敏 扰 
项 .在 等 级 近 伺 让 ( 名 = 的 ,上 式 有 下 列 部 知 的 解 : 
fr = ee fonlée), f= «fon ne), {77. 5) 
其 中 的 六。 图 数 和 (37. 16) 式 相 滞 , 能 最 加 已 经 换 成 下 列 参 革 : 
e 一 ww 一 2 再 ， (C77.6) 
相应 的 1 和 Bi 慎 为 [ 根 块 (37.12) 式 , 恋 式 中 的 % 须 以 1/e 代替 ] 
Bi? =(n + etl + I )e p3o = (nm fe)e. (27.7) 
作为 任意 和 白 辊 算 符 的 一 套 本 征 哨 数 ,* 值 给 定 以 后 nn 值 和 不 辣 的 那 
些 下 了 渔 数 ,都 是 彼此 正 交 的 ;这 一 事实 , 我 们 在 以 前 讨论 线性 效应 
的 有 时候 早 已 利用 过 。 在 C7.5) 起 中 ， 那些 芳 数 已 按 下 列 条 件 归 
一 化 : 
| fas= 1， | Ban=1. 
8B 和 BB; 的 一 维修 本 居 丰 大 币 拼 项 的 对 角 答 隆 元 确定 的 . 
B= | fids, Be = | /ian. 


* 了 5 了 。 


计算 后 , 得 出 
Bi (Gry+6n |m|+m?+6n 3|m| + 
把 上 式 中 的 nl 换 成 zw 并 改变 符 导 后 , 即 得 B40 的 表 式 ， 
根据 微 护 论 的 一 般 公 式 , 在 二 级 近 位 中 我 们 有 : 
Bi:2 = 名: ™! | (ET nn | 


1 一 一 一 


16 7 一 ~ Pi YY Ca) — BI (ns) 


(nu 振 阵 元 中 出 现 岗 的 积分 在 数学 附录 上 中 有 所 计算 .不 等 于 
零 的 第 阵 泡 只 有 


(ww 一 (Di 一 一 二 (milmbDwV 而 GT 
Ch aa- 一 (CET) on 
一 二 PK 1) Ca Tmt [ml Oe1). 


前 式 分 母 中 的 差 值 为 
i (CR) — HI {1) = € (pC— 11). 
结果 算得 


BI” 一 一 道 二 (lm 十 2 十 了 


[4 十 二 (2 二 217 22%) 18. 
上 上 式 中 的 六 改 为 1 后 ,可 得 8 说 的 表 式 . 把 所 得 的 这 些 表 式 一 起 
代 大 关系 式 BL 十 ps1 中 , 即 得 下 列 万 程 : 


en— E17 61 {1 No) — Gm + 19] 
十 也 名 入 (1 一 m2) 二 1. 
用 逐步 近 他 让 求解 上 式 , 可 得 能 量 万 = 一 了 的 二 级 近似 式 ,结果 


如 下 : 
= TI * 


~， 1 ,3 
五 一 Bra 十 可 nCn ee) 
B23 2 3 一 

一 [17P -一 人 1 一 入 o 一 9 19]， (77. 8) 
也 和 第 一 下 加 区 区 儿 的 线性 斯 塔 死 竹 应 ， 第 二 项 研 趾 所 求 史 一 误 
效应 所 .第 于 项 永远 是 负 的 , 也 就 是 说 ,二 沈 和 效应 心 是 使 次 项 下 移 . 
《77. gy 过 下 | 名 微 商 后 ， 可 得 恨 极 未 的 半岛 全 ;于 =m 的 指 些 坊 

诉 来 , 它 等 于 

机 

di = (17n2- gm 19) 8. (77. 9) 


因此 基态 气 原 子 和 伍 三 1 x 二 中 和 触 杖 化 率 为 92( 也 可 参见 $76， 俩 
题 如. 
乞 原 子 诸 项 的 能 量 绝 对 值 陆 准 主 是 子 数 #% 的 增 大 而 很 快 地 下 
降 ,， 届 是 斯 涌 匹 分 烈 却 随 之 增 大 ， 央 此 , 当 外 电场 足够 强 的 fH 修 . 
车 激发 能 纹 的 斯 塔 克 分 烈 可 以 和 该 能 级 卡 自 的 能 旺 人 入世 不 多 大 
小 ,以 玛 微 扰 论 无 法 应 肌 罗 研究 这 个 问题 是 很 有 睁 的 ， 为 此 可 以 
利用 这 伍 的 事实 ,% 仁 很 大 的 态 玫 是 淮 经 典 的 . 
作 下 列 链 接 : 
fi=Xv ,fs= Xo, (77.10) 
可 以 把 (77, 9 式 化 成 以 下 形式 : 


TF 4 ml D0 





dé 3 ds 


8 
4 (77.11) 
a 生生 二 (过 + 名 一 了 0 





D GG. Wentzel,T, Waller, P. Epstein 1926. 
鸟 油 扰 这 用 于 高 能 级 的 要求， 是 柚 抗 项 小 于 二 能 组 本 身 的 能 量 慎 电子 的 结 人 沼 
人 能} 而 不 是 小 十 能 级 之 辣 的 间距 。， 办 沁 刘 深 经 昌 情 末尾 从 六 各 高 浅 发 态 相对 应 
只 要 外 场所 络 的 万 小 于 来 扣 票 筑 中 作用 于 榨 子 上 的 力 ,就 可 以 算 作 水 的 缸 扰 这 个 订 
件 和 上 还 条 件 答 论 ， 
* 3 


每 一 个 这 样 的 方程 , 在 形式 上 等 同 于 - .个 一 绝 的 莓 定语 方程 , 粒子 
的 总 能 量 相当 于 于 , 而 势能 分 别 相当 十 下 列 函 数 : 





A 
U8) 2 5 + | i 
Da) 一 各 + 一 上 中 


图 25 和 26 分别 表 尖 这 两 个 所 数 的 人 大致 形 装 tm 王 1)， 根 据 
玻 尔 - 索 术 非 量 子 化 规则 (48. 2), 我 们 有 : 





式 中 的 及 和 1s 都 是 整数 局 ， 这 两 个 式 子 隐 含 地 确定 了 志 量 1,8 
种 的 关系 下 加 上 关系 式 有 1 B= 二 1, 训 能 给 出 电场 中 位 移 龙 级 
的 能 量 全 . 《77. 13) 式 中 的 积分 可 以 化 成 一 些 箭 古 积 分 ;这 些 方程 
忒 具 能 用 数值 方法 求解 . 

强 岂 扬中 的 斯 搭 殉 效应 由 于 另 一 现象 而 复杂 化 ， 这 就 是 原子 
在 外 电场 中 的 电 离 现 象 四 ， 电 子 在 外 场 由 的 势能 利 z， 当 ?3 一 一 加 


二 ”详细 的 机 究 表明, 把 7 和 束 : 中 的 首 : 一 1 性 成 坑 : 后 ,可 得 吃 精 涌 的 结果 .这 
样 一 来 , 整数 # 看 1 #: 就 等 于 抽 均 量子 数 ， 
‘CLAanceos 1931, 


“ 


时 , 可 到 任意 大 的 负 值 ， 读 电子 在 原子 内 的 势能 奶 上 8z 以 后 ， 结 
术 使 电子 的 运动 区 下 增 大 (该 电子 的 总 能 量 吾 是 负 的 )， 除 了 碌 子 
的 内 部 区 域 以 外 ,还 包括 窜 阳 棋 方 向 的 远离 原子 核 的 区 域 . 这 两 个 
区 域 被 一 个 劳 驹 疡 隔 开 ， 劳 至 的 宽 论 随 着 6 的 增 大 而 递减 ， 然 而 
在 插 子 为 和 掌中 . 粒子 穴 透 打从 的 几率 并 不 等 十 零 ， 在 目前 情形 下 ， 
电 -于 镍 过 劳 爸 大原 子 内 部 逸 出 的 现象 ,就 是 该 原子 的 电离 过 程 . 能 
弛 场 中 的 这 种 也 离 儿 率 小 得 几乎 等 于 鹤 . 但 是 这 个 儿 率 将 随 昌 的 
增 大 而 指数 式 了 节 增 大 , 在 是 够 强 的 电场 中 就 不 可 忽视 中 


创 题 


1， 试 求 氢 原 子 ( 基 态 } 在 如 &&1( 常 用 访 位 制 中 为 国 必 milejs7 丰 0 的 电场 
每 攻 位 上 时间 ?的 电离 正事 鱼 . 

解 ， 在 抛物 企 标 申 * 阁 #7 你 标 币 "有 -- 个 热合 (图 26): 电子 沿 2 一 一 咯 
方 辕 从 原子 中 被 "入 出 ”相当 于 它 和 注入 了 种 很 天 的 区 霹 ， 为 了 汶 出 电离 几 
站, 必须 研究 7 全 很 天 时 (中 及 人 很 小 寻 ) 波 销 散 的 形式 (下 库 将 达到 . 在 求 
造 出 电子 总 见 率 流量 的 程 分 忒 了 时， 小 的 二 慎 臣 者 至 的 }， 基 态 电 子 的 波 函 数 
无 外 均 时 ?为 


p=" J (9 
当 有 外 二 存在 对， 存 我 们 感 兴趣 的 区 域内 旬 和 二 的 关系 可 以 看 作 和 (1) 式 相 


二 ”这 一 现象 扒 尾 了 一 个 岗 证 , 说 湄 小 的 讶 乒 略 什 各 有 可 散 改 变 能 谱 的 竹 质 ， 即 
伍 臣 一 个 弱 的 所 声色 ,也 是 以 产生 一 个 荔 表 入 一 个 远离 原 杆 楼 的 电子 轻 湛 运动 区 ， 严 
格 诉 来 ,其 基 果 是 人 条 电子 的 运动 成 为 无 限 运动 . 上 而 使 能 讲 旧 分 立 变 成 连续 ， 忆 是 , 用 
微 紫 论 考 滤 求 得 的 形式 解 仍 有 它 的 物理 罕有 驶 ， 这 样 给 出 的 能 绿 吕 属于 这 样 的 一 些 志 ， 
这 些 楚 虽 执 不 完全 是 定 访 , 但 “ 闪 逢 稚 都 着 定 恋 ， 处 二 这样 的 一 个 赤 中 的 原子 ， 特 在 
祖上 长 时 间 内 扒 持 在 这 个 坊 中 ， 
可 基 , 用 微 扰 论 计算 胡 级 节 斯 塔 克 分 列 时 , 所 得 的 级 歼 并 不 是 严格 收 雍 舶 , 吝 扩 是 
一 个 渐 提 级 数 ， 从 壤 怨 数 的 共 一 项 开始 i 油 扰 僵 小 ， 此 项 出 现 得 人 鳃 上 晚 ]}， 亲 后 的 项 不 是 
读 小 而 中 增 大 . 
名 本 同和 柔 用 原子 单 税 . 
* 3 


可 , 至 于 它 和 万 的 关系 由 下 列 方 程 确 定 ， 


BEX 
2 二 | -于 二 二 二 87 |x=— 9 (2) 





[B= 一 喜 m=0， 四 = 于 的 (77.1) 第 一 式 | 其中 和 = VH 令 加 为 
的 某 个 值 ! 在 撑 垒 内)， 汶 吓 1<moccil7 ee 当 六 六 ?和 时 ， 波 国 柳 是 玲 经 典 的 ， 
昂 一 方面 , 出 于 C21 式 嘻 一 维 详 定 评 方 程 的 形式 , 我 们 可 以 应 用 [55. 21 式 ， 帮 
沪 边 界 条 件 , 灶 在 7 三 6 全 应 诸 变 成 侣 1 式 的 法 苇 数 , 莫 们 就 得 到 执 副 之 外 的 
下 列表 式 : 
1 
J L.A | 二 1 上 ， 
x (2 exp (— ti pan + ) 


其 中 





护 们 加 于 平方 |]? 感 蕉 地， 因此 指数 窒 的 不 部 并 不 年 要 ， 信 7 为 方程 
C7 二 0 诗 相 ,我们 有 


1X]?= 吾 ex 一 下 1piaz7 一 no | (3) 
7331 时 , 我 们 在 上 式 指 数 曾 的 系数 中 邻 
1p ~ PV El. 
指数 恬 中 必须 保留 了 人 有 恨 式 的 下 项: 
1x1:= exp| 一 上 MTB 
其中 97; 二 1 1 器， 积分 后 {7o 划 与 1 相 ] 雍 可 卓 役 ) 可 得 








割让 7 -mo 


2 
3 一 一 一 -一 
[| 江 必 A%\“ 时 99 一】 


(4) 
通过 王 直 于 # 轩 的 一 个 平 而 的 总 儿 举 流量 (外 答 求 的 电离 几率 ! 坝 为 
w= | lv pdp, 
0 为 读 平 面 内 的 刚 柱 兴 径 ， 尘 村 天 的 #2 (以 及 小 的 各 我 们 可 令 
;= dv EF i 
并 把 下 列 电子 带 度 代 A 入， 
和 


v2 林 十 本 名 ]=vV 本 一 1， 
我 们 有 
w=| IXlirvV 1d 
故 最 后 得 
切 二 『 业 区 和 一 3 和 
几 常 用 单位 制 时 , 则 得 


dns | el|? ( 2 和 2] els 
= RP 一 一 
《人 


2， 求 短程 力 热 附中 的 -个 束缚 s 杰 上 电子 被 电场 拉 出 区 几率 ， 根 定 电 滞 
很 弱 , 满足 |e| 人 < 作息 zt 共 中 一 v 2m|[ 太 T/#， 吾 为 阱 中 电子 的 结合 能 ，m 
为 电子 质量. 

解 ， 和 例题 1 -… 样 ， 对 于 器 电场 ， 二 要 的 是 远 距 离 (xr 汐 由 的 博 况 ， 眶 
中 电子 的 束 鱼 态 波 函 数 { 无 电场 加 在 读 姓 其 有 渐 近 式 

Wh VK eer 
+ 
式 中 有 丰 是 … 个 与 势 周 形状 丰 关 的 无 景 纲 常数 22， 用 揣 物 淮 标 时 ， 
r= 十 也 )， 
在 7 六 5 区 内 波 酌 数 具 有 下 烈 形式 ; 
WA exp[ Ln 全 十 太 | {6} 
下 L 2 


下 而 求解 时 左 最 ,长 座 和 时 铝 的 昔 位 分 凑 联 7m, 17K 和 rm 半 x 

{6) 式 是 区 数 旭 i7 函数 的 乘积 。 当 有 电场 存在 时 ， 轨 机 二 的 关系 可 以 
取 作 与 {6) 式 相同 (参见 例题 1)， 为 了 隶 油 间 和 活 的 关 票 ， 我 们 采用 折 物 玉 
标 中 的 荚 定 主 旋 答 ， 与 库伦 场 情形 不 一 样 ， 势 许 沁 场 豪 三 很 快 ， 因 下 对 本 十 
到 为 重要 的 远 耻 离 处 此 声 可 以 忽 罚 ， 丁 是 大 定 这 方程 分 离 变 苇 前 药 得 (77， 


1D 式 , 在 该 式 中 现在 必须 令 妞 一 一 方 和 欢 =0, 且 其 分 离 参 昌 现 在 满足 茶 件 


{DY You,N. Demknv. BG,F. Drokarev 1964) 
全 说 如 , 当 势 诗人 举 径 & 委 汕 ;以 融 袜 旺 gwn 半 1 于, 则 及 = i 2x84 记 $]93. 
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Bit 请; 一 站 


参量 有 应 取 地 [使 得 当 &8 很 小 时 区-e-e2 能 台大 臻 满足 (77. 11) 式 的 第 一 
个 方程 ]， 从 而 记 一 一 说， 风 是 了 的 函数 , 满足 下 列 方程 : 

5 (了 二 二 87 )z= 0， XW 
和 (分 式 一 样 解 此 十 程 , (3) 式 改 成 


4d? [pol _ ( [9 
ND 一 2 他 万 一 
A Pp | jpld7 一 7 


其 中 


工 


p(9) =| 一半 一起- 十字 i+ 广 gn |]. 


其 次 , {办 式 故 成 
2 E22 
|x | 二 一 exp 人 上 高 ) 
扔 后 , { 引 蕊 改 成 
Ww nAB exp(— 2/38), 
凡 常 用 单位 制 时 ,等 - 
= e184 exp{ ~ hrs ) 


re 3mlel®r 

3。 求 势 了 时 中 的 一 个 电子 伍 均 条 可 变 电 声名 二 部 608@1 作 几 后 , 脱 向 阱 外 

的 兄 率 { 求 出 指数 尺 精 论 肥 可 ), 假 定 上 电场 的 挡 宝 有 | 振幅 诺 忆 下 列 条 件 ; 
No | BE|, [elB Rr /mm. 

共 中 = 二 2m[ 再 | /下 | 再 | 为 阱 中 电子 的 结合 能 (I, VY. Keldysh 1964) 呈 . 

蟹 . 棱 项 述 菏 件 , 胸 出 几率 ww 直 一 个 指 籽 式 小 最 ， 为 了 仅 慨 算出 它 的 指 
数 蜂 (不 要 求 算出 乔装 因子 前 的 系数 ), 只 需 苦 不 沿 外 场 方向 (>* 轴 广 向) 的 一 
维 运动 就 是 奶 了 ， 


为 方便 计 . 电场 最 好 几 一 个 多 势 (不 是 标 势 ) 4 一 4 一 一 < 名 sin wt 来 撒 





人 D 这 可 作为 一 个 便 艺 , 迹 明 带 单 位 鱼 电 背 的 一 个 离子 外 强 光 所 忆 离 前 情况 ， 这 
电 的 医 噶 是 由 电子 各 于 性 怕 子 实 贺 互 作用 这 产生 的 ， 茶 件 训 wl 保证 了 叱 惑 波 的 
声 可 作 经 卜 姓 理 . 
" 3 = 


写 。， 则 阱 外 区 的 电子 哈密 顿 最 为 [ 见 (111, 3) 式 ] 


和 -i D+ le sho 有 ， 


式 中 不 含 *， 采 用 下 列 无 量 纲 的 变量 和 参 且 : 


二 i 210 诬 o9 lelm 咯 
2 3, Rr | PEPE 





可 把 醉 定语 方 稳 写 成 下 州 形式 : 


EA ( 吉 + 区 singo V, 
23n 


共 邮 恤 条 件 为 ， 解 于 ( ,如 当 7 五 0 时 应 恋 笑 于 未 剖 抗 的 阱 内 电 了 于 波 谓 数 
《 具 吉 能 量 吾 一 一 | 瑟 |): 
站 一 站 上 时， 过 一 ef (C7) 
由 十 由 题 是 准 经 上 典 的 ， 我 们 令 具 有 指数 式 精 度 的 解 玉 呈 交 二 SxXp (iS) 形 
武 , 全 (7, 人 是 经 典 作 用 基 ， 由 于 哈密 瑚 量 与 举 标 7 无 美 , 消 经 典 轨 道 的 广 关 
动 悬 了 ;= 8 是 守恒 量 . 区 
s=—| Hlp,r dr trotA, Hp,r)= 4 p+ 二 sin 2r)， (8) 


式 中 4 和 az 是 和 数 ， 要 盟 作 为 上 奉 标 销 数 的 作用 尾 的 含 计 (风力 学 3，§ 43)， 
了 必须 到 轨 道 存 + 时 说 位 十 六 太 的 值 , 床 邵 把 三 作 为 了 和 Tr 的 负数 由 送 动 方 
程 8S/38= 常数 确定 : 
= 1 2 dr , (9) 
式 中 的 常数 选 笠 施 F=z 时 了 =0 18) 式 和 的 ) 趟 给 出 了 作用 咸 ， 它 是 zt 和 
4 这 两 个 常数 的 玖 数 ， 为 了 获得 色 足 (7) 式 条 件 的 解 ( 与 求 出 哈密 顿 - 雅 可 仿 
产程 的 通 解 .一样 见 和 力学 >，8 47 入 福全 我 们 必须 把 症 看 作 是 rm 的 半数 ,而 
并 为 绎 标 标 计 间 的 后 数 , 出 下 式 定 站: 
3 ar 一 总， fi 
量 然 有 (rz =rW 艾 才 了 =0D 和 Fr 时 ， 我 们 有 总 =ro 亦 肥 总 =r， 这 和 
条 件 (7)? 完 全 一 融 ， 此 时 0107 式 变 或 
Hip rt 一 {111 
{外 式 和 器 式 一 起 确定 了 to( 约 ,如 和 pi. 人 了 辐 数 ， 从 而 [把 它们 代 A 入 (并 
后 ] 悄 定 了 返销 数 凡人, 二， 
靳 求 几 率 如 与 灌 z 得 的 沪 窗 诬 二 本 北 ， 在 经 虎 表 区 内 , 它 室 于] 1 
* 39 + 


妤 上 典 通 区 开 姑 点 的 坐标 值 ， 竺 于 Ia 人 S 不 王 赠 - 民 时 的 点 ,在读 点 处 
(Imo on =0 出 于 39127= 了 PDP， 得 Imp=0: 再 根据 (9) 江 和 (11) 式 我 
人 可 得 Rej 二 9， 李 据 这 -~ 条 人 御 ， 心 们 可 以 求 同 人 值 ， 把 == 代 六 (1D 式 
后 , 往 


A r= 一 








a 
从 而 有 
Mro= isinh- yp, = 涛 = 半 和 本 
“也 癌 - ro 为 谍 数 这 一 点 说 了 胃 了 这 小 过 程 是 妊 丰 丰 可 能 的 . 
最 后 得 


tw exp} 一 2 Im 全 zr sin Dr dr + 中 


起 申 的 + 可 到 行 意 实 数值 ， 积分 的 虚 部 不 受 影 注 ， 上 式 积 印 后 , 得 
一 1 2iE| L “| == 上 二 一 } _ sw 十 和 
人 fp 站 1 站 (+ 和 ji 27 2 
fi) 函数 的 要 限 式 为 
fp) my, (yl) 
~ log 27 -二 ， (六 二 


70 时 yw 的 航 限 盾 , 相当 于 粒子 被 覃 定 场 拉 出 阱 外 的 几率 ， 
2 式 区 当 指 数 竹 很 大 时 才能 应 月 ， 为 此 ， 正 在 和 何 情 党 下 必 续 具有 6 
氧 , 瑟 , 的 条 件 . 
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